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El desarrollo de nuevas te´cnicas experimentales en F´ısica Nuclear como
los Haces de Iones Radiactivos o los espectro´metros de rayos γ en 4pi de alta
eficiencia ha permitido durante los u´ltimos an˜os el estudio de la estructura
nuclear en sistemas exo´ticos, entendiendo como tales aquellos nu´cleos lejos
del valle de la estabilidad (|N − Z| grande) o nu´cleos superpesados. Dichas
te´cnicas han permitido tambie´n estudiar los nu´cleos del valle de la estabili-
dad y sus proximidades en condiciones exo´ticas, es decir, en condiciones de
muy alta energ´ıa de excitacio´n o en condiciones de muy alto momento an-
gular total (I ∼ 40− 80~). Todo ello esta´ revelando aspectos fundamentales
de la estructura nuclear como, por ejemplo, la determinacio´n de las l´ıneas
de goteo (driplines), la aparicio´n de halos y pieles de neutrones en nu´cleos
ligeros, el debilitamiento de los nu´meros ma´gicos o aparicio´n de otros nuevos,
la coexistencia y transiciones de forma, etc.
Esta gran cantidad de resultados experimentales demanda el desarrollo
de herramientas teo´ricas adecuadas que permitan su comprensio´n. La gran
mayor´ıa de me´todos empleados para investigar teo´ricamente estos sistemas
se basan en la aproximacio´n de campo medio. Dicha aproximacio´n considera
el nu´cleo como un sistema de part´ıculas o cuasipart´ıculas que no interactu´an
entre s´ı y que esta´n sometidas a un potencial externo promedio que liga el
sistema. Este potencial puede calcularse de manera autoconsistente a partir
de las interacciones efectivas nucleares como en los me´todos de Hartree-Fock
(HF) y Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB).
La aproximacio´n de campo medio autoconsistente da por s´ı misma buenos
resultados en la descripcio´n de las propiedades macrosco´picas de los nu´cleos y
su e´xito se debe en parte a que se incluye una gran cantidad de correlaciones
con unas funciones de onda muy sencillas. Todo ello se consigue gracias a la
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ruptura de las simetr´ıas del hamiltoniano. As´ı, en los ca´lculos que se basan
en la teor´ıa de HFB se pueden romper, por ejemplo, la invariancia bajo tras-
laciones, la simetr´ıa de paridad espacial, la simetr´ıa de inversio´n temporal, la
invariancia bajo rotaciones y la simetr´ıa del nu´mero de part´ıculas. Sin embar-
go, para describir adecuadamente un sistema finito como el nu´cleo ato´mico
se debe ir ma´s alla´ de la aproximacio´n de campo medio y restaurar dichas
simetr´ıas. Adema´s, se puede mejorar au´n ma´s la descripcio´n del sistema de
muchos cuerpos si se permiten superposiciones de funciones de onda con las
simetr´ıas restauradas y que dependan de una serie de para´metros internos
como, por ejemplo, deformaciones.
Este trabajo se enmarca precisamente en el desarrollo de los me´todos
que van ma´s alla´ de la aproximacio´n de campo medio autoconsistente con
interacciones fenomenolo´gicas efectivas. En concreto, en esta tesis se ha im-
plementado por primera vez el Me´todo del Generador de Coordenadas con
funciones de onda proyectadas simulta´neamente a buen nu´mero de part´ıcu-
las y momento angular con la interaccio´n de Gogny. Adema´s, las funciones
de onda de tipo producto intr´ınsecas, que esta´n en la base del generador de
coordenadas, se hallan mediante el Me´todo de la Variacio´n Despue´s de la
Proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas (Variation After Projection, VAP).
Por tanto, se obtienen dos importantes mejoras metodolo´gicas con respecto
a los modelos existentes:
1. El uso del me´todo VAP a buen nu´mero de part´ıculas para hallar las
funciones de onda intr´ınsecas de tipo producto del sistema de muchos
cuerpos, frente a otras aproximaciones, como el HFB esta´ndar o el
me´todo de Lipkin-Nogami (LN).
2. La realizacio´n de la proyeccio´n simulta´nea a buen nu´mero de part´ıculas
y momento angular axial, frente a la proyeccio´n so´lo a buen momento
angular axial existente hasta el momento con la interaccio´n de Gogny.
Para poder llevar a cabo esta proyeccio´n se ha escrito un co´digo de
ordenador nuevo basado en las expresiones que se presentara´n a lo
largo de la memoria.
Como aplicacio´n de los me´todos ma´s alla´ de campo medio propuestos en este
trabajo, por una parte, se ha realizado un ana´lisis detallado de las te´cnicas
de proyeccio´n de funciones de onda de tipo producto y se han desarrolla-
do aproximaciones como la Variacio´n Despue´s de la Proyeccio´n Restringida
(RVAP). Por otro lado, estos me´todos se han aplicado al estudio de proble-
mas candentes en el campo de la Estructura Nuclear de baja energ´ıa, como
la aparicio´n o degradacio´n de los cierres de capas en nu´cleos ligeros ricos en
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neutrones, o las transiciones de forma y el ana´lisis de las nuevas simetr´ıas
cr´ıticas en los iso´topos de neodimio.
La presente memoria esta´ estructurada de la siguiente manera. En el si-
guiente cap´ıtulo introduciremos las diferentes aproximaciones teo´ricas que se
emplean para resolver el problema de muchos cuerpos nuclear dependiendo de
la regio´n de la tabla de nu´cleos que se quiera estudiar. De esta manera situa-
remos los me´todos que se describen en este trabajo en el contexto adecuado.
En el cap´ıtulo 3 se resumen las principales interacciones fenomenolo´gicas
efectivas que se usan en los ca´lculos de campo medio autoconsistente y sus
extensiones. Estos me´todos de resolucio´n del problema de muchos cuerpos
nuclear se introducen en el cap´ıtulo 4 (HFB, Generador de coordenadas y
te´cnicas de proyeccio´n). El cap´ıtulo 5 esta´ dedicado al estudio de las corre-
laciones de apareamiento en el marco de la proyeccio´n a buen nu´mero de
part´ıculas. Posteriormente, se describe la restauracio´n simulta´nea de la si-
metr´ıa del nu´mero de part´ıculas y rotacional con funciones de onda de tipo
producto y la implementacio´n del me´todo del generador de coordenadas en
el cap´ıtulo 6. Los estudios efectuados con el me´todo propuesto acerca de los
posibles cierres de capas en los nu´cleos ligeros ricos en neutrones as´ı como
de las transiciones de forma en los iso´topos del neodimio se presentan en los
cap´ıtulos 7 y 8 respectivamente. Las conclusiones generales y perspectivas
para un trabajo futuro que extienda y mejore las te´cnicas propuestas en esta
tesis se presentan en el cap´ıtulo 9. Finalmente, en los ape´ndices se tratara´n
en detalle aspectos te´cnicos relacionados con el ca´lculo de observables con






El trabajo que se presenta en esta memoria de tesis se enmarca dentro del
campo de la F´ısica Nuclear Teo´rica. Si despreciamos los grados de libertad
internos de los nucleones, es decir, los quarks, el nu´cleo ato´mico es un sistema
compuesto por protones y neutrones que interaccionan fuertemente entre s´ı.
El estudio microsco´pico de dichos sistemas requiere, por un lado, del cono-
cimiento de las interacciones existentes entre los nucleones y, por otro, de
un me´todo adecuado para la resolucio´n de un problema de muchos cuerpos
cua´nticos. En F´ısica Nuclear dichos aspectos esta´n ı´ntimamente relacionados
entre s´ı y, dependiendo de los sistemas (materia nuclear o distintas regiones
de la tabla de nu´cleos) y propiedades (saturacio´n, energ´ıas de ligadura, es-
pectros de excitacio´n, barreras de fisio´n, etc.) que se quieran investigar se
escoge el me´todo y la interaccio´n ma´s adecuados para el problema concreto.
Siguiendo este criterio se pueden delimitar distintas zonas de la ta-
bla de nu´cleos dependiendo de la aplicabilidad de los modelos (ve´ase figu-
ra (fig. 2.1)). As´ı, los sistemas compuestos de pocos nucleones, t´ıpicamente
con nu´meros ma´sicos A ≤ 12, se estudian usando me´todos ab initio tales
como las te´cnicas de Faddeev-Yakobovsky [2, 3], el me´todo de Monte Carlo
Variacional (Variational Monte Carlo, VMC ) [4, 5] o el Monte Carlo con
funciones de Green (Green’s function Montecarlo, GFMC ) [5, 6]. En dichos
ca´lculos se emplean interacciones nucleares realistas desnudas. Para hallar
dichos potenciales primero se asume una parametrizacio´n de la interaccio´n,
bien fenomenolo´gica (Reid, Argonne [7], Nijmegen [8], Bonn [9, 10] , Paris
[11], etc.) o bien basada en la cromodina´mica cua´ntica (Quantum Chromody-

































Figura 2.1: Tabla de nu´cleos dividida en distintas regiones dependiendo de
los me´todos que se emplean para describir sus propiedades. Ve´ase el texto
para ma´s detalles. La figura esta´ adaptada de la referencia [1].
(Chiral Effective Field Theories, χEFT ) [12, 13, 14], que incluya las pro-
piedades de simetr´ıa y dependencias en esp´ın e isosp´ın que debe tener la
interaccio´n nuclear. Posteriormente se ajustan los para´metros a los valores
experimentales de la energ´ıa de ligadura del deutero´n y a los desfasajes me-
didos en colisiones nucleo´n-nucleo´n en los distintos canales de esp´ın e isosp´ın.
Otra alternativa dentro de este tipo de ca´lculos ab initio con interacciones
nucleares desnudas, a las que se les hace una regularizacio´n previa, es el deno-
minado modelo de capas sin core (No Core Shell Model, NCSM ) con el que
tambie´n se obtienen resultados exactos para estos sistemas de pocos cuerpos
[15, 16]. De hecho, del desacuerdo de las predicciones teo´ricas con los datos
experimentales se ha concluido la necesidad de incluir interacciones nucleares
desnudas a ma´s de dos cuerpos [17, 18, 19].
Los principales problemas de los me´todos ab initio con interacciones rea-
listas provienen de la imposibilidad de aplicar dichas te´cnicas al estudio de
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nu´cleos ma´s pesados. Por un lado, los potenciales nucleares desnudos tienen
una parte repulsiva a cortas distancias casi divergente que imposibilita su
uso en ca´lculos que emplean te´cnicas de resolucio´n de problemas de muchos
cuerpos (tipo Hartree-Fock). Por otra parte, el nu´mero de grados de liber-
tad (y el espacio de Hilbert asociado) crece enormemente a medida que se
incluyen ma´s nucleones y el ca´lculo ab initio, ya muy costoso computacio-
nalmente para nu´cleos ligeros, se hace inaccesible para nu´cleos ma´s pesados.
Por tanto, para el estudio microsco´pico de pra´cticamente la totalidad de los
nu´cleos se tienen que emplear otro tipo de aproximaciones que involucren
otro tratamiento de las interacciones nucleo´n-nucleo´n.
Los modelos microsco´picos ma´s usados para estudiar las propiedades de
los nu´cleos ato´micos fuera de los sistemas con pocos nucleones se pueden
dividir en dos grandes grupos, el modelo de capas (Interacting Shell Model,
SM ) [20, 21] y el me´todo de campo medio autoconsistente (Self-Consistent
Mean Field, SCMF ) [22]. Ambos grupos comparten dos aspectos importan-
tes. El primero de ellos es que, en sus versiones ma´s ba´sicas, aproximan el
sistema autoligado de nucleones que interaccionan entre s´ı a un sistema de
fermiones libres cuyas part´ıculas esta´n confinadas por un potencial externo
generado por el resto de part´ıculas dentro del nu´cleo. Es decir, se hace una
aproximacio´n de campo medio o de part´ıcula independiente, motivada por
la evidencia experimental de los nu´meros ma´gicos. El segundo aspecto es
que en ambos grupos de modelos se tiene en cuenta que en el medio nuclear
gran parte de los estados accesibles en la interaccio´n nucleo´n-nucleo´n desnu-
da esta´n ocupados por otros nucleones. Este hecho hace que la interaccio´n
sea ma´s suave a cortas distancias y da sentido a las aproximaciones de campo
medio. En consecuencia, tanto el SM como el SCMF utilizan interacciones
nucleares efectivas. Sin embargo existen tambie´n diferencias que hacen que
unos modelos u otros sean ma´s adecuados para describir determinadas pro-
piedades y regiones de la tabla de nu´cleos.
2.2. Modelo de Capas (SM)
El SM esta´ basado en el uso de los estados de oscilador armo´nico para
definir una base de determinantes de Slater en la que se diagonaliza el ha-
miltoniano de muchos cuerpos nuclear. Por tanto, en principio este me´todo
dar´ıa la solucio´n exacta del problema. Sin embargo, el ca´lculo se hace intra-
table a medida que crece el nu´mero de nucleones y se tiene que restringir el
11
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espacio de Hilbert aprovechando generalmente la estructura de niveles que
dan los nu´meros ma´gicos. De esta manera se divide el sistema en un core,
formado por nucleones que esta´n llenando completamente capas de oscilador,
y en el denominado espacio de valencia. Este u´ltimo esta´ formado por los ni-
veles correspondientes a la capa inmediatamente superior (espacios 0~ω) y
en ocasiones por estados intrusos de capas superiores. Es precisamente en el
espacio de Hilbert proporcionado por el espacio de valencia donde se resuelve
el problema. Dependiendo de la regio´n de la tabla de nu´cleos que se quiera
estudiar se escoge un espacio de valencia y, adecuada a dicho espacio, una
interaccio´n efectiva.
En el modelo de capas la interaccio´n nuclear aparece en forma de elemen-
tos de matriz entre los estados del espacio de valencia. El ca´lculo de dichos
elementos de matriz requiere de ajustes a datos experimentales, principal-
mente a las energ´ıas de part´ıcula independiente provenientes de las energ´ıas
de excitacio´n de nu´cleos casi ma´gicos con una part´ıcula o un hueco fuera de
capa. En la Tabla 2.1 se resume el estado actual de las interacciones, sus
correspondientes espacios de valencia y el intervalo de masas donde se usan
en los ca´lculos dentro del modelo de capas [20, 21].
Aunque el SM es probablemente el modelo que describe mejor la estruc-
tura nuclear a baja energ´ıa de excitacio´n en nu´cleos ligeros, presenta ciertos
inconvenientes que no pueden ser ignorados. En primer lugar, su rango de
aplicacio´n se reduce a regiones de la tabla de nu´cleos donde la dimensio´n del
espacio de valencia sea computacionalmente asequible. Esto descarta su uso
en los nu´cleos que tienen muchos nucleones fuera de capa en los dos canales
de isosp´ın as´ı como en nu´cleos pesados donde el nu´mero de niveles cerca de
la energ´ıa de Fermi es muy grande. Por otra parte, como se puede deducir
de la tabla 2.1, la dependencia de la interaccio´n con el espacio de valencia y
el nu´mero de interacciones existentes, que en ocasiones dan resultados dis-
tintos, hace que no sea un me´todo universal y que su poder predictivo se vea
afectado.
2.3. Me´todos de campo medio autoconsisten-
te (SCMF)
En los me´todos de campo medio autoconsistente (SCMF) se hace uso del
principio variacional para encontrar el hamiltoniano de (cuasi)part´ıcula inde-
pendiente o´ptimo del problema de muchos cuerpos nuclear. Para ello se usa el
me´todo de Hartree-Fock (HF) y su generalizacio´n, el me´todo de Hartree-Fock-
Bogoliubov (HFB) con interacciones efectivas ’universales’ [24]. Es decir, se
12
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s− p− sd− pf MK 10-20
WBP 10-20
WBT 10-20
sd− pf WBMB N ∼ 20
SDPF-RN N ∼ 20
Utsuno et al. N ∼ 20
Dean et al. N ∼ 20
r3 − g9/2(d5/2) GCN28-50 ∼ 76− 82
r4 − h11/2 GCN50-82 ∼ 100− 140
Tabla 2.1: Espacios de valencia e interacciones efectivas correspondientes em-
pleadas en los ca´lculos actuales del Modelo de Capas. Tabla adaptada de Refs.
[20, 21, 23]
usan las mismas fuerzas para describir propiedades en cualquier regio´n de
la tabla de nu´cleos, tanto nu´cleos ligeros como pesados, estables o exo´ticos.
Como veremos ma´s adelante, para que dichas fuerzas sean capaces de dar
resultados adecuados, actualmente se emplean interacciones dependientes de
la densidad nuclear y ajustadas a propiedades globales como las energ´ıas de
ligadura y radios de una serie de nu´cleos estables a lo largo de la tabla de
nu´cleos. Adema´s, no hay distincio´n entre nucleones de valencia y el resto de
nucleones ya que los espacios de configuracio´n que se usan son muy grandes.
En estos me´todos, la funcio´n de onda que describe el sistema de mu-
chos cuerpos es un producto de funciones de onda de una (cuasi)part´ıcula.
Para que el espacio variacional construido con este tipo de funciones de on-
da sencillas sea lo mayor posible se admite la ruptura de las simetr´ıas del
hamiltoniano como, por ejemplo, el nu´mero de part´ıculas, la invariancia ba-
13
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jo traslaciones, la invariancia rotacional, paridad, etce´tera. Esto produce en
muchos casos la ruptura esponta´nea de dichas simetr´ıas y permite describir
desde un punto de vista microsco´pico efectos colectivos como la superfluidez
nuclear (ruptura del nu´mero de part´ıculas) o la aparicio´n de deformacio´n y
bandas rotacionales (ruptura de invariancia rotacional), por mencionar los
ma´s relevantes.
Sin embargo, aunque este mecanismo proporciona soluciones aproximadas
de gran calidad con unas funciones de onda sencillas, en muchos sistemas esta
aproximacio´n es muy pobre, especialmente si la violacio´n de las simetr´ıas es
pequen˜a o nula. A pesar de ello, los me´todos SCMF tienen la ventaja de que
pueden servir como punto de partida para extensiones que incluyan parte
de la interaccio´n residual que no entra en la descripcio´n de campo medio, y
que consideran la funcio´n de onda final como una combinacio´n lineal de fun-
ciones de onda de tipo producto. Estos procedimientos son los denominados
Me´todos Ma´s Alla´ de la Aproximacio´n de Campo Medio (Beyond-Mean-Field
Approximation, BMFA) entre los que destacamos la restauracio´n de las si-
metr´ıas o el Me´todo de la Coordenada Generadora o Generatriz (Generator
Coordinate Method, GCM ) [24].
Actualmente se pueden clasificar tres grandes modelos muy consolidados
dentro del marco del SCMF cuya extensio´n a BMFA esta´ siendo desarrolla-
da. Por un lado esta´n los modelos que usan la interaccio´n de Skyrme y sus
mu´ltiples parametrizaciones (Ref. [22] y referencias incluidas), los modelos
de campo medio (y ma´s alla´) relativistas (Relativistic Mean Field, RMF )
[25, 26, 27] y por u´ltimo los modelos basados en la interaccio´n de Gogny
[28, 29, 30, 31, 32, 33, 34]. Como ya se anticipo´ en la introduccio´n, este tra-
bajo de tesis se engloba precisamente dentro del desarrollo de las te´cnicas
BMFA con interacciones efectivas. En particular, se ha implementado por
primera vez el Me´todo de la Coordenada Generadora con funciones de onda
que tienen restauradas las simetr´ıas del nu´mero de part´ıculas y rotacional,
todo ello con la interaccio´n de Gogny.
Los cap´ıtulos 3 y 4 esta´n dedicados a introducir los aspectos ba´sicos de las
teor´ıas de campo medio autoconsistente (y sus extensiones) con interaccio-
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fenomenolo´gicas en el medio
nuclear
Como se ha mencionado en el cap´ıtulo anterior, las interacciones nucleo´n-
nucleo´n desnudas no se pueden aplicar directamente en ca´lculos de muchos
cuerpos debido al comportamiento divergente repulsivo a cortas distancias.
Sin embargo, dicho comportamiento se suaviza en el medio nuclear debido
a que el espacio de fases accesible en la dispersio´n de dos nucleones en un
nu´cleo finito esta´ muy restringido, con lo que se pueden deducir interacciones
efectivas adecuadas para los ca´lculos de estructura nuclear.
Existen dos maneras de abordar el problema de encontrar interacciones
efectivas. Desde un punto de vista ma´s fundamental se puede renormalizar la
interaccio´n desnuda usando las te´cnicas de matriz G [1] o los recientemente
desarrollados potenciales Vlowk [2, 3, 4]. Estas interacciones regularizadas se
pueden implementar en ca´lculos dentro del modelo de capas esta´ndar o del
modelo de capas sin core (NCSM) [5] y las limitaciones de su uso son las
mismas que las que se han mencionado previamente.
Por otro lado, se puede adoptar una postura ma´s fenomenolo´gica, postu-
lando una forma funcional de la fuerza y ajustando los para´metros libres de
los que depende dicho funcional a propiedades globales de unos pocos nu´cleos
finitos y de materia nuclear. De esta forma se pueden estudiar pra´cticamente
todas las regiones de la tabla de nu´cleos con ca´lculos sistema´ticos del ti-
po Hartree-Fock(-Bogoliubov) (HF(B)) y, adema´s, se facilita la extensio´n a
me´todos ma´s alla´ de campo medio (BMFA). El resto del cap´ıtulo esta´ dedica-
do a comentar los principales aspectos de las interacciones efectivas fenome-
nolo´gicas ma´s usadas en ca´lculos de campo medio autoconsistente (SCMF),
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las fuerzas de Skyrme (Sec. 3.1) y de Gogny (Sec. 3.2) no-relativistas y los
me´todos de campo medio relativistas (Sec. 3.3).
Como se vera´ a continuacio´n, la energ´ıa del sistema que se deduce con
los me´todos anteriores depende de la densidad nuclear. Esta dependencia
es necesaria para que se puedan obtener a la vez buenas predicciones para
los radios, energ´ıas de ligadura nucleares y espectros de part´ıcula indepen-
diente en nu´cleos finitos, as´ı como la compresibilidad adecuada en materia
nuclear. Existen distintas fuentes que dan origen a te´rminos dependientes de
la densidad en las interacciones nucleo´n-nucleo´n efectivas [6]. Por un lado
las aproximaciones de densidad local (LDA) en la matriz G incluyen corre-
laciones a dos cuerpos. O´rdenes superiores en el desarrollo de la matriz G
pueden incluirse como un te´rmino dependiente de la densidad [7]. Adema´s,
un te´rmino dependiente de la densidad puede simular la parte tensor de la
interaccio´n nuclear desnuda que normalmente no esta´ incluida expl´ıcitamen-
te en las interacciones fenomenolo´gicas (aunque hay propuestas recientes que
la incluyen [8, 9, 10]). Por u´ltimo, te´rminos a ma´s cuerpos en la interaccio´n
pueden producir una fuerza a dos cuerpos dependiente de la densidad [11].
3.1. Interaccio´n de Skyrme
La interaccio´n de Skyrme es probablemente la ma´s utilizada en ca´lcu-
los extensivos de estructura nuclear a baja energ´ıa debido a que el coste
computacional requerido para evaluar los elementos de matriz es relativa-
mente bajo. Sus aplicaciones son numerosas tanto a nivel de campo medio
como con ca´lculos BMFA. Sirvan como ejemplo las distintas aplicaciones con-
tenidas en la referencia [12], como estudios sistema´ticos de masas y radios,
deformacio´n cuadrupolar y octupolar, ca´lculos de barreras de fisio´n, espec-
tros de excitacio´n a baja energ´ıa o resonancias gigantes. En esta seccio´n se
comentara´n los aspectos ma´s relevantes de la interaccio´n de Skyrme y sus
posibles limitaciones.
Como caracter´ısticas principales se destacan las siguientes:
Es una interaccio´n local.
Es una interaccio´n de muy corto alcance (su dependencia radial viene
determinada por funciones δ(~r1 − ~r2)) dependiente del momento.
Es una interaccio´n dependiente de la densidad.
La parte central no tiene fuerzas de apareamiento y e´stas tienen que
ser incluidas ad hoc.
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Originalmente la interaccio´n de Skyrme se propuso como una interaccio´n a












La parte a dos cuerpos v(2) en la representacio´n de coordenadas se expresa
como:






δ(~r1 − ~r2)~k2 + ~k′2δ(~r1 − ~r2)
)
+ t2~k
′ · δ(~r1 − ~r2)~k
+ iW0 (~σ1 + ~σ2) · ~k′ × δ(~r1 − ~r2)~k (3.2)









/2i son operadores actuando a la derecha y a la izquierda
respectivamente y ~σ son las matrices de Pauli de esp´ın. Los tres primeros
te´rminos de la interaccio´n simulan un rango finito aunque de muy corto
alcance [1]. El u´ltimo te´rmino corresponde a la interaccio´n de esp´ın-o´rbita
obtenido tambie´n en el l´ımite de rango pequen˜o.
El te´rmino a tres cuerpos v(3) se asume que sea de rango cero:
vSk(1, 2, 3) = t3δ(~r1 − ~r2)δ(~r2 − ~r3) (3.3)
Esta interaccio´n es equivalente en nu´cleos par-par cerrado de capas a un
te´rmino a dos cuerpos lineal en la densidad ρ(~r) [13, 14, 11]. Sin embargo, con
este tipo de dependencia aparecen problemas para tener un valor adecuado











donde α habitualmente toma un valor entre 1/3 y 1/6 excepto en las parame-
trizaciones ma´s antiguas de la interaccio´n de Skyrme donde se escoge α = 1.
A partir de este potencial nucleo´n-nucleo´n, mediante la evaluacio´n de
su valor esperado entre funciones de onda de Hartree-Fock, se puede extraer
lo que se conoce como el funcional de la energ´ıa dependiente de la densidad
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Parametrizacio´n Referencia ba´sica




SLy1-10 Ref. [23, 24]
SkI1-5 Ref. [25]
BSk1 Ref. [28]
MSk1-7 Ref. [26, 27]
Tabla 3.1: Distintas familias de parametrizaciones de la interaccio´n de Skyrme
usadas en la literatura. Tabla adaptada de Ref. [12]
de Skyrme. Dicho funcional de la energ´ıa tambie´n se puede extraer de manera
formal sin hacer uso de ningu´n potencial subyacente mediante una aproxima-
cio´n de densidad local (LDA) a la matriz de dispersio´n nuclear [15, 16, 17].
La expresio´n completa de dicho funcional de energ´ıa depende de distintas
densidades locales y corrientes con sus respectivas derivadas. Las constan-
tes de acoplamiento esta´n directamente relacionadas con los para´metros del
potencial de Skyrme (t0, t1, t2, t3,W0, x0, x3 en las Ecs. 3.2-3.4) [18]. Dichas
constantes de acoplamiento esta´n ajustadas para obtener correctamente las
energ´ıas de ligadura y radios de nu´cleos doblemente ma´gicos. Dentro del
ajuste tambie´n entran propiedades de materia nuclear as´ı como la separacio´n
de esp´ın-o´rbita de algu´n nivel del 16O o 208Pb. En la tabla 3.1 se hace un
resumen de las distintas parametrizaciones que existen en la literatura [12].
Como se ha mencionado previamente, la interaccio´n de Skyrme, jun-
to con la interaccio´n de Coulomb entre los protones, se usa para calcular la
parte de Hartree-Fock (o los niveles de part´ıcula independiente) del sistema.
Para el canal de apareamiento se usan habitualmente dos tipos de potenciales
[29]. El ma´s sencillo es una interaccio´n constante de contacto (apareamiento
de volumen) dada por la expresio´n:
vpair,1(1, 2) = Gδ(~r1 − ~r2) (3.5)
La otra prescripcio´n consiste en un apareamiento dependiente de la densidad
con lo que se tiene en cuenta la superficie:
vpair,2(1, 2) = Gδ(~r1 − ~r2) [1− (ρ(~r1)/ρc)γ] (3.6)
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donde G, ρc y γ son para´metros de ajuste.
En este punto se tienen que tener en cuenta dos aspectos importantes. El
primero es que, debido a que el apareamiento es de rango cero, los elementos
de matriz con altos momentos son muy grandes y se produce un comporta-
miento divergente en dicho canal. Para curar dichas divergencias se tiene que
incluir otro para´metro (cut-off ) que limite el espacio accesible al apareamien-
to a una ventana de niveles cerca de la energ´ıa de Fermi [12, 29]. El segundo
punto tiene que ver con que el uso de distintas interacciones para la parte
de HF y para el apareamiento produce serios problemas cuando se extienden
los me´todos a ca´lculos ma´s alla´ de campo medio [30]. Estas deficiencias son
aplicables tambie´n a los modelos de campo medio (y ma´s alla´) relativistas
(Sec. 3.3).
3.2. Interaccio´n de Gogny
La interaccio´n de Gogny fue propuesta en 1973 por Daniel Gogny como
una fuerza de rango finito dependiente de la densidad [31]. Desde entonces
se ha empleado con e´xito tanto en teor´ıas de campo medio como sus ex-
tensiones BMFA para describir propiedades a las comentadas en la seccio´n
anterior (estudios sistema´ticos de masas y radios, deformacio´n cuadrupolar
y octupolar, ca´lculos de barreras de fisio´n, espectros de excitacio´n a baja
energ´ıa o resonancias gigantes, etc.). La forma funcional de la interaccio´n a
dos cuerpos propuesta por Gogny es la siguiente [32, 33]:




2/µ2i (Wi +BiPσ −HiPτ −MiPσPτ )
+ iWLS (~σ1 + ~σ2) · ~k × δ(~r1 − ~r2)~k






donde µi,Wi, Bi, Hi,Mi,WLS, t3, x0 son para´metros de ajuste, ~k = (~∇1 −
~∇2)/2 y Pσ, Pτ son los operadores de intercambio de esp´ın e isosp´ın respec-
tivamente.
Comparando las expresiones Ecs. 3.2-3.4 con la ecuacio´n ec. 3.7 se puede
distinguir claramente que los te´rminos de esp´ın-o´rbita y dependiente de la
densidad son los mismos en las interacciones de Skyme y de Gogny. Adema´s,
los te´rminos de muy corto alcance de la fuerza de Skyrme se sustituyen por
el te´rmino de rango finito compuesto de dos gaussianas propuesto por Brink
y Boeker [34], y que contiene todas las combinaciones posibles de intercam-
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bio de esp´ın y de isosp´ın que tiene la interaccio´n nuclear desnuda (te´rminos
de Wigner, Barlett, Heisenberg y Majorana). Con la introduccio´n de este
te´rmino se obtiene de manera natural la parte de apareamiento, y adema´s
se consigue a partir de la misma interaccio´n con la que se calcula la parte
de HF. Esto u´ltimo sera´ crucial cuando se usen te´cnicas BMFA. Por otro
lado, la forma gaussiana evita la divergencia ultravioleta que aparece en el
apareamiento con interacciones de muy corto alcance. De hecho, debido a
estas propiedades, la interaccio´n de Gogny se ha usado para calcular el apa-
reamiento en ca´lculos en los que la parte de HF se calcula con otra fuerza,
ya sea Skyrme [35] o relativista [36].
Otra de las caracter´ısticas que hace atractivo el uso de la interaccio´n
de Gogny es que no se necesitan muchas parametrizaciones (D1, D1′ y la
ma´s usada, D1S) para describir adecuadamente las propiedades globales de
los nu´cleos, en contraste con la multitud de interacciones de Skyrme (tabla
3.1) y relativistas (tabla 3.3). El valor de los para´metros se muestran en la
tabla 3.2.
El ajuste de la fuerza se efectuo´ teniendo en cuenta las siguientes propie-
dades [33, 37]:
El te´rmino de esp´ın-o´rbita se ajusta al valor del desdoblamiento de los
niveles p3/2 − p1/2 del 16O.
Los para´metros de la interaccio´n central que van con los operadores
de intercambio se ajustan para obtener las propiedades de saturacio´n
correctas en los nu´cleos 16O y 90Zr, la energ´ıa de ligadura por nucleo´n
(E/A) y el momento de Fermi de saturacio´n (kf ) en materia nuclear y
el espectro de una part´ıcula del 16O.
Para el te´rmino dependiente de la densidad se ajusta la diferencia de
energ´ıa entre los niveles d3/2 − p1/2 del 16O.
La energ´ıa de simetr´ıa se ajusta con la diferencia de energ´ıa entre los ni-
veles 2s1/2(neutro´n)-2s1/2(proto´n) del
48Ca y con los valores calculados
para materia nuclear.
Las propiedades de apareamiento se obtienen a partir del estudio sis-
tema´tico de los iso´topos de estan˜o.
En la parametrizacio´n D1S adema´s se ajustan los para´metros teniendo
en cuenta la barrera de fisio´n del 240Pu.
Es importante hacer notar que el ajuste de la fuerza se efectu´a con ca´lcu-
los de campo medio (HFB). Este hecho puede ser una fuente de desacuerdo
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D1 µi (f) Wi (MeV) Bi (MeV) Hi (MeV) Mi (MeV)
i = 1 0.7 -402.4 -100 -496.2 -23.56
i = 2 1.2 -21.30 -11.77 37.27 -68.81
α = 1/3, x0 = 1, WLS = −115 MeV, t3 = 1350 MeV fm6
D1′ µi (f) Wi (MeV) Bi (MeV) Hi (MeV) Mi (MeV)
i = 1 0.7 -402.4 -100 -496.2 -23.56
i = 2 1.2 -21.30 -11.77 37.27 -68.81
α = 1/3, x0 = 1, WLS = −130 MeV, t3 = 1350 MeV fm6
D1S µi (f) Wi (MeV) Bi (MeV) Hi (MeV) Mi (MeV)
i = 1 0.7 -1720.30 -1300 -1813.53 1397.90
i = 2 1.2 103.64 -163.48 162.81 -223.93
α = 1/3, x0 = 1, WLS = −130 MeV, t3 = 1390.60 MeV fm6
Tabla 3.2: Valores de los para´metros para las distintas parametrizaciones de
la interaccio´n de Gogny usadas en la literatura.
entre teor´ıa y experimento cuando se usen te´cnicas ma´s alla´ de campo medio.
Recientemente se ha propuesto una nueva interaccio´n basada en la fuer-
za de Gogny donde el te´rmino dependiente de la densidad se hace de rango
finito [38]. Sin embargo, las aplicaciones en ca´lculos de estructura nuclear son
todav´ıa escasas con este nuevo funcional.
3.3. Interacciones relativistas
Para completar los me´todos que se usan actualmente para estudiar la
estructura nuclear de manera sistema´tica con interacciones fenomenolo´gicas
efectivas se debe mencionar el me´todo de campo medio relativista (RMF)
[39, 40]. En este caso, a diferencia de las interacciones que se han presentado
previamente, donde la dina´mica viene descrita por la ecuacio´n de Schro¨dinger
no relativista, se tiene una densidad lagrangiana efectiva de donde se dedu-
cen las ecuaciones de movimiento aplicando las expresiones correspondientes
de teor´ıa cua´ntica de campos.
Se pueden distinguir dos grandes tipos de lagrangianos efectivos, aquellos
en los que la interaccio´n entre los nucleones viene mediada por el intercam-
bio de mesones (σ, ω y ρ) y los que usan interacciones de contacto entre los
nucleones. Dichas densidades lagrangianas se construyen con los campos nu-
cleo´nicos, meso´nicos y sus derivadas imponiendo que cumplan las simetr´ıas de
23
Interacciones efectivas fenomenolo´gicas en el medio nuclear
QCD como invariancia Lorentz, invariancia bajo paridad, invariancia gauge
electromagne´tica, simetr´ıa de isosp´ın y simetr´ıa quiral. En este caso son las
constantes de acoplamiento las que se ajustan como para´metros libres a los
datos experimentales de nu´cleos finitos as´ı como a las propiedades de materia
nuclear. Debido a que el nu´mero de lagrangianos que son compatibles con las
simetr´ıas de QCD es infinito se tienen en cuenta so´lo los primeros te´rminos
en las interacciones a N cuerpos. Sin embargo, au´n teniendo esta restric-
cio´n, el nu´mero de para´metros que se deben ajustar es mayor que los datos
experimentales, con lo que se produce una fuerte dependencia de algunos
para´metros respecto a otros en los ajustes de las constantes de acoplamien-
to. Esta indeterminacio´n se solventa mediante argumentos de naturalidad, es
decir, las interacciones a dos cuerpos tienen que ser ma´s intensas que las de
tres cuerpos y as´ı sucesivamente.
Como ejemplo de lagrangiano con intercambio de mesones se tiene el
siguiente [40]:
L = LN + Lm + Lint (3.8)
donde LN es el lagrangiano libre de los nucleones de masa desnuda m repre-
sentados por los campos fermio´nicos ψ (espinores de Dirac):
LN = ψ¯ (iγµ∂µ −m)ψ (3.9)
Lm es el lagrangiano libre de los mesones σ, ω y ρ (de masas mσ, mω y mρ



























Adema´s se han definido los siguientes tensores bajo transformaciones de Lo-
rentz:
Ωµν = ∂µων − ∂νωµ
~Rµν = ∂µ~ρν − ∂ν~ρµ (3.11)
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Por u´ltimo, el te´rmino de interaccio´n Lint tiene la siguiente forma:
Lint = −ψ¯Γσσψ − ψ¯Γµωωµψ − ψ¯~Γµρ~ρµψ −−ψ¯ΓµeAµψ (3.12)
donde se tienen los siguientes propagadores:
Γσ = gσ; Γ
µ
ω = gωγ
µ; ~Γµρ = gρ~τγ




gσ, gω, gρ son las constantes de acoplamiento, τ3 la tercera componente de
isosp´ın (τ3 = 1 para neutrones, τ3 = −1 para protones) y γµ las matrices de
Dirac.
Dentro de los lagrangianos con intercambio de mesones se distinguen a su
vez dos tipos, aquellos en los que se incluyen adema´s te´rminos no lineales en
los campos meso´nicos, y los lineales con constantes de acoplamiento depen-
dientes de la densidad. Estas dependencias se introducen para obtener las
propiedades de saturacio´n en materia nuclear adecuadas. En el segundo de
los casos las constantes de acoplamiento gσ, gω, gρ dependen de la densidad
vector nucleo´nica definida como:
ρv =
√
jµjµ; con jµ = ψ¯γµψ (3.14)
En el caso en el que se tengan te´rminos no lineales en los campos meso´nicos es
habitual introducir un te´rmino −U(σ, ω) (o simplificado so´lo a los te´rminos


















Como ejemplo de densidad lagrangiana con interacciones de contacto en-
tre los nucleones tenemos [49]:
L = Llibre + L4f + Los + Lder + Lem (3.16)
donde se tienen los siguientes te´rminos (libre, acoplamiento de cuatro fer-
miones, te´rminos de orden superior, te´rminos de las derivadas y te´rmino
electromagne´tico):








Interacciones efectivas fenomenolo´gicas en el medio nuclear
− 1
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αTS(ψ¯~τψ) · (ψ¯~τψ)− 1
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donde αS, αV , αTS, αTV , βS, γS, γV , δS, δV , δTS y δTV son las constantes de
acoplamiento.
Una vez que se tiene la forma funcional de la densidad lagrangiana (ec.
3.8 o´ ec. 3.16) se ajustan los valores de las constantes de acoplamiento usan-
do propiedades globales de nu´cleos finitos y materia nuclear como en el caso
de las interacciones no-relativistas. Para ello se resuelven las ecuaciones de
movimiento asociadas en la aproximacio´n de campo medio (sin te´rmino de
intercambio o de Fock). En la tabla 3.3 se representan los lagrangianos rela-
tivistas ma´s usados en ca´lculos de estructura nuclear.
Parametrizacio´n Tipo de lagrangiano Referencia ba´sica
NL-1 IM+TNL Ref. [41]
NL-Z IM+TNL Ref. [42]
NL-SH IM+TNL Ref. [43]
TM1-2 IM+TNL Ref. [44]
NL-3 IM+TNL Ref. [45]
NL-SV1-2 IM+TNL Ref. [46]
DDRH IM+ADD Ref. [47]
DDME-1 IM+ADD Ref. [48]
NHM IC Ref. [49]
FZ, VZ, FA, VA IC Ref. [50]
PC-F1-4 IC Ref. [51]
Tabla 3.3: Distintas densidades lagrangianas y respectivas parametrizaciones
usadas en los modelos RMF. IM+TNL=intercambio de mesones con te´rmi-
nos no lineales; IM+ADD=intercambio de mesones con acoplamientos de-
pendientes de la densidad; IC=interaccio´n de contacto
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3.3. Interacciones relativistas
Es importante mencionar que, al igual que ocurre con las interacciones de
Skyrme, se usan interacciones diferentes a las dadas en las ecuaciones 3.8-ec.
3.16 para calcular el apareamiento, como funciones tipo δ o te´rminos basados
en la interaccio´n de Gogny. De nuevo esto puede causar problemas cuando
se extienden los ca´lculos a te´cnicas BMFA y, en el caso de las interacciones
de rango cero, aparecen de nuevo las divergencias ultravioletas, con lo que se
tiene que elegir una ventana alrededor del nivel de Fermi que especifique los
niveles activos para el apareamiento.
Para un resumen de las aplicaciones de los modelos de campo medio
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En este cap´ıtulo se estudiara´ el me´todo de campo medio autoconsisten-
te ma´s general posible, el me´todo de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) (Sec.
4.1). Adema´s, se describira´n de manera general los me´todos ma´s alla´ de cam-
po medio (BMFA) que se usan en este trabajo (Sec. 4.2), el me´todo de la
coordenada generadora GCM (Sec. 4.2.1) y la restauracio´n de las simetr´ıas
(Sec. 4.2.2).
4.1. El me´todo de Hartree-Fock-Bogoliubov
Como se ha comentado en el cap´ıtulo 2, la resolucio´n del problema de mu-
chos cuerpos nuclear conduce inevitablemente a aproximaciones y modelos
que restrinjan el espacio de Hilbert asociado. En esta seccio´n se estudiara´ el
me´todo de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) en el que se basan las te´cni-
cas desarrolladas y los resultados obtenidos en este trabajo. Dicho me´todo
esta´ fundamentado en el Principio Variacional. En este caso se postula un
conjunto de funciones de onda prueba y la mejor aproximacio´n a la solu-
cio´n exacta del problema es aquella que minimiza la energ´ıa del sistema.
El teorema de Ritz garantiza adema´s que se obtendra´ la solucio´n exacta si
e´sta esta´ incluida dentro del espacio variacional de prueba. En caso contrario
se obtendra´ una energ´ıa mayor que la energ´ıa del estado fundamental. Los
estados excitados adema´s se construyen imponiendo condiciones de ortogo-
nalidad.
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En un sistema de fermiones como el nu´cleo ato´mico, el espacio de fun-
ciones de onda prueba ma´s sencillo corresponde al conjunto de productos
antisimetrizados de funciones de onda de una sola part´ıcula (determinantes
de Slater). El me´todo variacional aplicado a este tipo de funciones de on-
da conduce a las ecuaciones de Hartree-Fock (HF) cuya solucio´n define las
energ´ıas de part´ıcula independiente de un sistema de fermiones que no in-
teraccionan entre s´ı y que se mueven en un potencial promedio externo [1].
En esta aproximacio´n no se incluye ninguna correlacio´n entre los nucleones
salvo el principio de Pauli contenido en la antisimetrizacio´n del producto.
Los determinantes de Slater se pueden generalizar al producto antisime-
trizado de funciones de onda de una sola cuasipart´ıcula para incluir ma´s
correlaciones en la funcio´n de onda, en particular el apareamiento respon-
sable de la superconductividad y superfluidez. Con estas funciones de onda
prueba y aplicando el me´todo variacional se deducen las ecuaciones de HFB
que hallaremos a continuacio´n [1].
En primer lugar, se define el hamiltoniano no relativista ma´s general que
incluye interacciones a dos cuerpos:















donde el elemento de matriz antisimetrizado v¯l1l2l3l4 se define como:
v¯l1l2l3l4 = vl1l2l3l4 − vl1l2l4l3 (4.2)
Los operadores de creacio´n y destruccio´n de fermiones (c†i , ci) corresponden a
una base arbitraria del espacio de Hilbert de una sola part´ıcula donde (i) es
un conjunto dado de nu´meros cua´nticos (por ejemplo, (nljmj) en un oscilador
armo´nico esfe´rico). El me´todo de HFB consiste en encontrar unos operadores
de una sola part´ıcula fermio´nicos (β†k, βk) definidos por la transformacio´n
lineal ma´s general posible entre los operadores (c†i , ci) o transformacio´n de
HFB, de manera que el hamiltoniano (ec. 4.1) se escriba en te´rminos de esos
operadores como:












l + Vlkcl (4.4)
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Los operadores definidos en la ecuacio´n anterior se denominan operadores
de cuasipart´ıcula. Los coeficientes (U, V ) son los para´metros variacionales
que, debido a que las reglas de anticonmutacio´n para (c†i , ci) y (β
†
k, βk) tienen
que ser las mismas, no son completamente arbitrarios sino que cumplen las






; W†W = 1; WW† = 1 (4.5)
Adema´s, dichos coeficientes se hallan de tal manera que la interaccio´n residual
Vˆres sea mı´nima. Para ello se minimiza el funcional:
E ′ [|Φ〉] = 〈Φ|Hˆ − λNNˆ − λZZˆ|Φ〉〈Φ|Φ〉 (4.6)
donde las funciones |Φ〉 son vac´ıo de cuasipart´ıculas, y λN , λZ son multipli-
cadores de Lagrange cumplie´ndose las siguientes relaciones:
βk|Φ〉 = 0 ∀ k
λN ⇒ 〈Φ|Nˆ |Φ〉 = N
λZ ⇒ 〈Φ|Zˆ|Φ〉 = Z (4.7)





βq|−〉 → βk|Φ〉 =
∏
q
βkβq|−〉 = 0 (4.8)
donde |−〉 es el vac´ıo desnudo y se han utilizado las relaciones de anticon-
mutacio´n de los operadores fermio´nicos.
Adema´s, es importante resen˜ar que la transformacio´n de HFB (ec. 4.4)
viola en general todas las simetr´ıas del hamiltoniano. Con ello se consigue
aumentar el espacio variacional manteniendo la estructura sencilla de pro-
ducto. En particular, hace que la funcio´n de onda |Φ〉 no conserve el nu´mero
de part´ıculas. Por tanto, se impone como condicio´n subsidiaria que se ob-
tenga el nu´mero de part´ıculas en promedio (ec. 4.7). Este procedimiento se
puede extender adema´s no so´lo a los operadores del nu´mero de part´ıculas
sino a cualquier operador Qˆi que sea de intere´s f´ısico como deformaciones
multipolares, fluctuaciones cua´nticas, etce´tera. Para ello basta simplemen-
te con introducir tantos multiplicadores de Lagrange como operadores en la
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expresio´n (ec. 4.6), obtenie´ndose:
E ′ [|Φ(~q)〉] = 〈Φ(~q)|Hˆ − λNNˆ − λZZˆ −
~λ~q ~ˆQ|Φ(~q)〉
〈Φ(~q)|Φ(~q)〉
λ~q ⇒ 〈Φ(~q)| ~ˆQ|Φ(~q)〉 = ~q (4.9)
Este es el denominado me´todo de HFB con ligaduras o HFB constren˜ido
(Constrained HFB).
Antes de aplicar el principio variacional para obtener las ecuaciones de
HFB se deben definir dos ingredientes ba´sicos que son la matriz densidad ρll′
y el tensor de apareamiento κll′ :










Aplicando el teorema de Wick [1] se demuestra que el valor esperado de
cualquier operador evaluado entre las funciones |Φ〉 se puede expresar en
te´rminos de la matriz densidad y del tensor de apareamiento solamente. En




















A continuacio´n se aplica el me´todo variacional al funcional (ec. 4.6). De-
bido a que las matrices (U, V ) cumplen las relaciones de unitariedad (ec. 4.5)
resulta ma´s adecuado parametrizar el espacio variacional en te´rminos de la
matriz antisime´trica Z determinada un´ıvocamente por el estado |Φ(Z)〉. Di-
cha parametrizacio´n esta´ basada en el teorema de Thouless [3] que relaciona
dos funciones de onda de tipo producto no ortogonales entre s´ı de la siguiente
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A partir de esta expresio´n se obtiene:





δZ = 0 (4.15)
Se puede demostrar [1] que de la variacio´n mostrada en la ecuacio´n (ec. 4.15)
se deducen las ecuaciones de HFB:
H20 − λNN 20 − λZZ20 −
∑
i
λqiQ20i = 0 (4.16)
Adema´s, para determinar la tercera transformacio´n del teorema de Bloch-
Messiah [1] es habitual imponer la condicio´n:
H11 = diagonal (4.17)
donde se han definido las siguientes matrices:
H20 = U † (t+ Γ + δΓ)V ∗ − V † (t+ Γ + δΓ)T U∗
+ U †∆U∗ − V †∆∗V ∗ (4.18)
H11 = U † (t+ Γ + δΓ)U − V † (t+ Γ + δΓ)T V






Oˆ = {Nˆ , Zˆ, Qˆi} (4.20)
Por otra parte, debido a que el hamiltoniano depende expl´ıcitamente de
la densidad, aparecen en las ecuaciones (ec. 4.18-4.19) los campos δΓ que son
los denominados te´rminos de reacoplamiento (rearrangement terms).
Otra manera habitual de expresar las ecuaciones de HFB es la forma
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donde Ek son las energ´ıas de cuasipart´ıcula (ve´ase ec. 4.3) y el campo h
′ =
t+ Γ + δΓ− λN − λZ −
∑
i λqi .
Las ecuaciones anteriores son no-lineales y se resuelven autoconsistente-
mente con me´todos de diagonalizaciones sucesivas (ec. 4.21) o mediante el
me´todo del gradiente (ec. 4.17). Este u´ltimo es particularmente adecuado
cuando se usan muchas ligaduras y es el que se emplea en este trabajo [4].
Finalmente se obtienen como solucio´n al problema variacional con liga-
duras (ec. 4.15) las funciones de onda |HFB(~q)〉 con las que se pueden hallar
valores esperados de operadores de intere´s f´ısico. En particular, se pueden
definir superficies de energ´ıa potencial (Potential Energy Surfaces, PES ) a




4.2. Me´todos ma´s alla´ de campo medio
En la seccio´n anterior se vio que el me´todo de HFB, as´ı como cualquier
me´todo de campo medio, se basa en emplear un espacio variacional de fun-
ciones de onda de muchos cuerpos sencillas (tipo producto). Sin embargo, la
descripcio´n del sistema con una u´nica funcio´n de onda tipo producto es in-
capaz de incluir importantes correlaciones. Por ejemplo, para que la energ´ıa
resultante a nivel de campo medio se aproxime a la energ´ıa exacta del estado
fundamental se tienen que usar funciones de onda que no son autoestados de
los operadores asociados a las simetr´ıas del hamiltoniano. No obstante, la so-
lucio´n exacta s´ı debe tener los correspondientes nu´meros cua´nticos asociados
a dichas simetr´ıas. Por otro lado, en la aproximacio´n de campo medio tam-
poco se incluye el movimiento colectivo a lo largo de los grados de libertad
ma´s relevantes del sistema.
Para tener en cuenta todas estas correlaciones y mejorar la calidad de
la funcio´n de onda que describe el sistema se proponen diferentes me´todos
que van ma´s alla´ de la aproximacio´n HFB. En particular, en este trabajo
se va a utilizar el me´todo de la coordenada generadora o generatriz (GCM)
y unos casos especiales del GCM que son los me´todos de restauracio´n de
las simetr´ıas. En las siguientes secciones se describira´n brevemente los con-
ceptos generales de dichos me´todos mientras que en cap´ıtulos sucesivos se
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profundizara´ en los detalles de las diferentes te´cnicas.
4.2.1. Me´todo de la coordenada generadora
El me´todo de la coordenada generadora o generatriz (Generator Coordi-
nate Method, GCM) se basa en el concepto de mezcla de configuraciones [1].
Es un me´todo general en el que se propone como funcio´n de onda del sistema




donde {|ψ(~q)〉} es un conjunto (en general no-ortonormal) de funciones de
onda de muchos cuerpos que dependen parame´tricamente de las variables
colectivas ~q. Los pesos f(~q) se determinan variacionalmente minimizando el
funcional:
E [|Ψ〉] = 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉〈Ψ|Ψ〉 (4.24)
De aqu´ı se deduce una ecuacio´n de autovalores generalizada conocida como
ecuacio´n de Hill-Wheeler-Griffin (HWG) [5, 6]:∫
H(~q, ~q′)fσ(~q′)d~q = Eσ
∫
N (~q, ~q′)fσ(~q′)d~q (4.25)
donde Eσ son las energ´ıas y adema´s se han definido los solapes del hamilto-
niano y de la norma:
H(~q, ~q′) = 〈ψ(~q)|Hˆ|ψ(~q′)〉
N (~q, ~q′) = 〈ψ(~q)|ψ(~q′)〉 (4.26)
La manera habitual de resolver la ecuacio´n de HWG consiste en hallar una
base ortogonal a partir de los estados {|ψ(~q)〉}. Para ello se diagonaliza en
primer lugar la matriz de la norma:∫
N (~q, ~q′)uk(~q′) = nkuk(~q) (4.27)
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A partir de los autovalores nk 6= 0 y sus autovectores correspondientes uk(~q)





donde ahora estos estados son ortonormales por construccio´n y se puede





Con estas expresiones, la ecuacio´n de HWG (ec. 4.25) se transforma en una
ecuacio´n de autovalores:∑
kk′
〈k|Hˆ|k′〉gσk′ = Eσ|k〉 (4.30)
Resolviendo la ecuacio´n anterior se encuentran las energ´ıas y los pesos que
determinan los estados |Ψσ〉. Con esta informacio´n se puede hallar adema´s el
valor esperado de cualquier operador dentro de este formalismo. Por u´ltimo,
aunque el mo´dulo al cuadrado de la funciones fσ(~q) no tiene el significado
de densidad de probabilidad de encontrar el sistema en la posicio´n generali-
zada ~q, se pueden definir las llamadas funciones de onda colectivas Gσ(~q) de





4.2.2. Restauracio´n de las simetr´ıas
En el me´todo de HFB para que la energ´ıa calculada se aproxime a la
energ´ıa exacta del estado fundamental se tienen que usar funciones de onda




1Para una discusio´n detallada de la restauracio´n de las simetr´ıas para el te´rmino de-
pendiente de la densidad ve´ase la referencia [16] y las secciones (6.1.3-5.1.3)
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En el caso que tengamos una funcio´n de onda |Φ〉 del tipo HFB, en general
se cumple que:
Sˆ|Φ〉 6= cs|Φ〉 (4.33)
Sin embargo, la funciones de onda exactas s´ı que deben ser autoestados
simulta´neamente del hamiltoniano y de los operadores asociados a las si-
metr´ıas. Por tanto, para obtener una descripcio´n mejor del nu´cleo as´ı como
para obtener valores de observables en el sistema de laboratorio se hace ne-
cesario restaurar las simetr´ıas rotas a nivel de campo medio. La manera
ma´s habitual consiste en aplicar el mecanismo de proyeccio´n [1] en el que
las funciones de onda de campo medio se proyectan sobre el subespacio de
autofunciones de Sˆ mediante la aplicacio´n del proyector P S:
|Φ〉 −→ P S|Φ〉 = |ΨS〉 (4.34)
De esta manera, |ΨS〉 cumple la ecuacio´n de autovalores de Sˆ:
Sˆ|ΨS〉 = cs|ΨS〉 (4.35)
Adema´s, la funcio´n de onda definida en la ecuacio´n (ec. 4.34) deja de ser de






donde las funciones |Φ(v)〉 se generan mediante la aplicacio´n de los elementos
del grupo de simetr´ıaM(v) sobre la funcio´n de onda de campo medio |Φ〉. Los
pesos f(v) que minimizan la energ´ıa y a la vez consiguen que |Φ(v)〉 cumpla
la ecuacio´n (ec. 4.35) esta´n determinados por la simetr´ıa correspondiente [7].
Un ejemplo de proyeccio´n es la restauracio´n del nu´mero de part´ıculas, donde
la simetr´ıa asociada es U(1), el para´metro v = ϕ, M(v) = eiϕNˆ y los pesos






Desde el punto de vista variacional se distinguen dos tipos de proyeccio-
nes, la proyeccio´n despue´s de la variacio´n (Projection after variation, PAV )
y la variacio´n despue´s de la proyeccio´n (Variation after projection, VAP). En
el PAV se utilizan funciones de onda de tipo producto que son solucio´n de las
ecuaciones de HFB (o equivalentes) que posteriormente se proyectan. Con
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estas nuevas funciones de onda se hallan los valores esperados de cualquier
operador, en particular, de la energ´ıa:
ESPAV(~q) =
〈HFB(~q)|(P S)†HˆP S|HFB(~q)〉
〈HFB(~q)|(P S)†P S|HFB(~q)〉 (4.38)
Se puede ver inmediatamente que la expresio´n anterior corresponde a la pro-
yeccio´n de la superficie de energ´ıa potencial definida en la ecuacio´n (ec. 4.22).
Por otra parte, el VAP consiste en usar las funciones de onda proyectadas
|ΨS〉 como espacio variacional y minimizar la energ´ıa proyectada:










De manera ana´loga a la obtencio´n de las ecuaciones de HFB y su exten-
sio´n al caso con ligaduras (ec. 4.16), se pueden deducir las ecuaciones de HFB
proyectadas [1, 8, 9, 10].
Es evidente que con el me´todo VAP se obtiene una solucio´n mucho ma´s
pro´xima a la exacta que con el HFB y con el PAV ya que se emplea un espacio
variacional mucho mayor. No obstante, mientras que estos u´ltimos requieren
un coste computacional asequible en cualquier caso, el me´todo VAP es mu-
cho ma´s costoso y en ocasiones, inaplicable. Parte de este trabajo de tesis
consiste en el estudio de me´todos que aproximan la solucio´n VAP, como el
me´todo de Lipkin-Nogami (LN) y su proyeccio´n PAV (PLN) en la proyeccio´n
a buen nu´mero de part´ıculas [11, 12, 13], o el me´todo de la variacio´n despue´s
de la proyeccio´n restringido (Restricted Variation After Projection, RVAP),
aplicable a cualquier tipo de proyeccio´n [14, 15].
Hasta la fecha se han implementado distintas te´cnicas ma´s alla´ de campo
medio con las interacciones fenomenolo´gicas descritas en el cap´ıtulo 3. En este
trabajo se ha aplicado por primera vez con la interaccio´n de Gogny el me´todo
del generador de coordenadas (utilizando el grado de libertad cuadrupolar
como coordenada colectiva) con funciones de onda proyectadas simulta´nea-
mente al nu´mero de part´ıculas y al momento angular. Adema´s, las funciones
de tipo producto intr´ınsecas se hallan minimizando la energ´ıa proyectada a
buen nu´mero de part´ıculas (VAP). Todo ello supone una mejora sustancial
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con respecto a otros trabajos anteriormente realizados con la interaccio´n de
Gogny y con respecto a los me´todos empleados con la interaccio´n de Skyrme
y relativista. En el primer caso, hasta ahora se hab´ıa estudiado por separado
la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas, tanto PAV como VAP [10], y el
generador de coordenadas con proyeccio´n a buen momento angular [16], pero
no se hab´ıa realizado una proyeccio´n simulta´nea. En los casos de Skyrme [13]
y relativista [17, 18] se ha utilizado la proyeccio´n simulta´nea al nu´mero de
part´ıculas y al momento angular aunque el ca´lculo autoconsistente se hace a
nivel de campo medio o con la prescripcio´n de Lipkin-Nogami, en lugar de
utilizar el VAP como en este trabajo.
En los cap´ıtulos siguientes (5 y 6) se analizara´n las mejoras metodolo´gicas
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Cap´ıtulo 5
Estudio de las correlaciones de
apareamiento
El apareamiento es una parte esencial en muchas ramas de la f´ısica y
especialmente en F´ısica Nuclear. En este caso, la parte de corto alcance de la
interaccio´n favorece energe´ticamente la formacio´n de pares de nucleones aco-
plados a momento angular cero. Existen muchas evidencias experimentales
que prueban la existencia de estos pares, entre las que destacan:
Los estados fundamentales de los nu´cleos par-par tienen un momento
angular total igual a cero.
So´lo existen cuatro nu´cleos impar-impar estables.
En los espectros de nu´cleos par-par las excitaciones de una sola part´ıcu-
la aparecen por encima de 1-2 MeV con respecto al estado fundamental
(gap de energ´ıa), mientras que en los nu´cleos impar-par la densidad de
niveles excitados es ma´s alta.
En la parte de baja energ´ıa de los espectros de excitacio´n aparecen
menos estados de los que en principio permite el acoplo de los momentos
angulares de los nucleones de valencia.
El efecto par-impar en las energ´ıas de ligadura M(A impar) > (M(A−1) −
M(A+1))/2.
Observables como los momentos de inercia de nu´cleos rotacionales y las
energ´ıas de excitacio´n de los primeros estados 2+ no se pueden explicar
sin la existencia de apareamiento en el sistema.
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Desde un punto de vista teo´rico, el apareamiento en sistemas f´ısicos se ha
estudiado tanto en hamiltonianos sencillos como en ca´lculos realistas con in-
teracciones nucleares.
Los primeros normalmente pertenecen a una clase de hamiltonianos exac-
tamente resolubles y se pueden aplicar al estudio tanto de nu´cleos ato´micos
como de otros sistemas cua´nticos altamente correlacionados [1]. La solucio´n
exacta, dependiendo del sistema, se puede hallar mediante diagonalizacio´n
directa, con formalismo de cuasi-esp´ın (por ejemplo, en el modelo de seniority
[2]) o mediante la solucio´n de Richardson [3]. Como se vera´ ma´s adelante,
una de las grandes ventajas que tienen estos modelos es que sirven para com-
probar la calidad de las aproximaciones a la solucio´n exacta que se llevan a
cabo en problemas realistas. Sin embargo, debido a que el apareamiento no
es el u´nico grado de libertad relevante, se tiene que ir ma´s alla´ de los hamil-
tonianos de apareamiento para describir adecuadamente los nu´cleos ato´micos.
El modelo de campo medio autoconsistente ma´s sencillo que incluye corre-
laciones de apareamiento es el modelo BCS (Bardeen, Cooper y Schrieffer)
[4]. Originariamente desarrollado para explicar la superconductividad en sis-
temas de electrones, fue inmediatamente aplicado en F´ısica Nuclear [5, 6]. El












donde |−〉 el vac´ıo, los operadores c†
k¯
son los inversos temporales de los ope-
radores c†k y uk, vk son los para´metros variacionales que se determinan resol-
viendo las ecuaciones BCS [2].
Una de las caracter´ısticas principales de la funcio´n de onda definida ante-
riormente es que no es autoestado del nu´mero de part´ıculas y en las ecuacio-
nes correspondientes se tiene que imponer la condicio´n de que en promedio se
tenga el nu´mero correcto. Adema´s, la funcio´n de onda BCS es vac´ıo para los











uk = uk¯ > 0; vk¯ = −vk < 0; k > 0 (5.2)
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Por tanto, el me´todo BCS es un caso particular del me´todo de HFB discutido
en el cap´ıtulo anterior.
Precisamente el hecho de que las funciones de onda de campo medio (BCS
o HFB) no sean autoestados del nu´mero de part´ıculas permite, con una es-
tructura de la funcio´n de onda relativamente sencilla, la inclusio´n de parte
de las correlaciones de apareamiento entre los nucleones. Adema´s, cuanto
mayor sean estas correlaciones, mejor sera´ la aproximacio´n de campo medio.
Sin embargo, obviamente tambie´n ocurre lo contrario y en el l´ımite de apa-
reamiento pequen˜o, el me´todo de HFB es incapaz de describir el problema
y se tiene que ir ma´s alla´ de la descripcio´n de campo medio, en este caso,
restaurando la simetr´ıa del nu´mero de part´ıculas.
Aunque la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas se ha venido usando
desde hace ma´s de 30 an˜os con interacciones esquema´ticas, so´lo recientemente
se ha podido aplicar en ca´lculos con interacciones efectivas fenomenolo´gicas
como las comentadas en el cap´ıtulo 1 [7, 8, 9]. Adema´s, el ca´lculo totalmen-
te variacional con funciones de onda proyectadas (VAP) hasta el momento
so´lo se ha realizado con la interaccio´n de Gogny [7, 10, 11] mientras que pa-
ra interacciones de Skyrme y relativistas se ha venido usando el me´todo de
Lipkin-Nogami Proyectado (PLN, Projected Lipkin-Nogami) como una apro-
ximacio´n al me´todo VAP.
En este cap´ıtulo vamos a estudiar las correlaciones de apareamiento de-
pendiendo de la aproximacio´n que se use para la funcio´n de onda del problema
de muchos cuerpos. Estas aproximaciones son, en orden creciente de exac-
titud, las soluciones dadas por los me´todos de HFB, Lipkin-Nogami (LN),
PLN, RVAP y VAP. Esta comparacio´n se hara´ en primer lugar con dos ha-
miltonianos de apareamiento sencillos en los que se puede hallar la solucio´n
exacta y con los que podremos extraer las principales caracter´ısticas de es-
tas aproximaciones. En particular, podremos justificar los me´todos de LN y
PLN, frecuentemente usados con la interaccio´n de Skyrme y los modelos rela-
tivistas, como una aproximacio´n del me´todo RVAP que explora como grado
de libertad relevante las fluctuaciones en el nu´mero de part´ıculas (sec. 5.2.5).
Posteriormente realizaremos el mismo tipo de comparacio´n con el estudio de
las correlaciones de apareamiento en el nu´cleo 54Cr calculado con la inter-
accio´n de Gogny con diferentes aproximaciones (sec. 5.3.2). Pero antes de
analizar estos sistemas, se describira´ el me´todo de proyeccio´n exacta a buen
nu´mero de part´ıculas en la siguiente seccio´n (sec. 5.1).
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5.1. Conceptos generales de la proyeccio´n a
buen nu´mero de part´ıculas
Usando los conceptos generales de restauracio´n de las simetr´ıas que se han
visto en el cap´ıtulo 1 (sec. 4.2.2) se pueden construir funciones de onda que
sean autoestados del operador nu´mero a partir de funciones de campo medio
(|Φ〉) mediante el mecanismo de la proyeccio´n. Para ello, se aplica a la funcio´n
de onda producto un operador que proyecta dicho estado al subespacio de
funciones con buen nu´mero de part´ıculas. Este operador de proyeccio´n tiene







Veamos a continuacio´n que aplicando el operador (ec. 5.3) sobre un estado
de HFB |Φ〉 se construye un autoestado de Nˆ . Para ello desarrollamos |Φ〉






Nˆ |Nk〉 = Nk|Nk〉 (5.5)
Aplicando el proyector al estado |Φ〉 se tiene:






















Ak|Nk〉δNk,N = AN |N〉 (5.6)
En notacio´n de Dirac podemos escribir el proyector a buen nu´mero de part´ıcu-
las como:
PN = |N〉〈N | (5.7)
De esta expresio´n es obvio que PN cumple las propiedades de los proyectores:
(PN)† = PN ; (PN)2 = PN (5.8)
46
5.1. Conceptos generales de la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas
Las funciones de onda proyectadas, dependiendo de si en el sistema tene-
mos un so´lo tipo de fermiones, o protones y neutrones como en los nu´cleos
ato´micos, sera´n:
|ΦN(~q)〉 = PN |Φ(~q)〉 (5.9)
|ΦNZ(~q)〉 = PNPZ |Φ(~q)〉 (5.10)
En la pra´ctica es habitual sustituir la integral definida en la ecuacio´n (ec.
5.3) por una suma discreta (discretizacio´n de Fomenko) [13]:










A continuacio´n vamos a calcular el valor esperado del hamiltoniano con
funciones de onda tipo HFB proyectadas a buen nu´mero de part´ıculas. Pa-
ra ello haremos uso de la notacio´n y de las expresiones ma´s generales que
aparecen en los ape´ndices A y B y supondremos que en el sistema hay dos
tipos de fermiones (protones y neutrones). Las fo´rmulas para un so´lo tipo de
fermiones se simplifican de manera trivial.

















e−iϕlNNe−iϕlZZ 〈Φ(~q)|eiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(~q)〉 (5.13)
y para el numerador:









〈Φ(~q)|HˆeiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(~q)〉
〈Φ(~q)|eiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(~q)〉
· 〈Φ(~q)|eiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(~q)〉 (5.14)
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Si las funciones de onda de tipo HFB no mezclan el isosp´ın se tiene que:
|Φ(~q)〉 = |ΦZ(~q)〉|ΦN(~q)〉 (5.15)
Con esta factorizacio´n, la norma queda:
〈Φ(~q)|PNPZ |Φ(~q)〉 = nZ(~q)nN(~q) (5.16)




e−iϕlNτ Nτ 〈ΦNτ (~q)|eiϕlNτ Nˆτ |ΦNτ (~q)〉 (5.17)
donde el solape n(~q, ϕlNτ ) ≡ 〈ΦNτ (~q)|eiϕlNτ Nˆτ |ΦNτ (~q)〉 se calcula mediante la
fo´rmula de Onishi [14, 15, 16] (ec. A.31 con β = 0, q = q′):







T22(~q, ϕlNτ ) = e
iϕlNτ V T (q)V ∗(q) + e−iϕlNτ UT (q)U∗(q) (5.19)
Las matrices U(q), V (q) son las correspondientes a la transformacio´n de HFB
definidas en la ecuacio´n (ec. 4.4)
Por otro lado, para el ca´lculo del solape dado en la ecuacio´n (ec. 5.14)
usamos el teorema de Wick extendido y la expresio´n del hamiltoniano en la
base de part´ıcula independiente (ec. 4.1), obteniendo finalmente (ve´anse los
ape´ndices A-B):














































nN(~q, ϕlN ) +
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nN(~q, ϕlN ) (5.20)
donde se han definido la matriz densidad y los tensores de apareamiento
generalizados (ecs. A.32, A.33, A.34) as´ı como los campos de Hartree-Fock y
apareamiento (ecs. B.49,B.50).
ρ10,Nτll′ (~q, ϕlNτ ) =
(





κ10,Nτll′ (~q, ϕlNτ ) =
(





κ01,Nτll′ (~q, ϕlNτ ) = −
(












k′k (~q, ϕlNτ ) (5.24)







kk′ (~q, ϕlNτ ) (5.25)
(5.26)






e−iϕlNτ Nτρ10,Nτll′ (~q, ϕlNτ )n
Nτ (~q, ϕlNτ ) (5.27)
Por tanto, la energ´ıa proyectada a buen nu´mero de part´ıculas se puede ex-
presar como la suma de los te´rminos cine´tico, de HF y de apareamiento:
eNZ(~q) = eNZCin(~q) + e
NZ
HF (~q) + e
NZ
Pair(~q) (5.28)
























































































yN(~q, ϕlN ) (5.31)
yNτ (~q, ϕlNτ ) =
e−iϕlNτ nNτ (~q, ϕlNτ )∑
lNτ
e−iϕlNτ nNτ (~q, ϕlNτ )
(5.32)
5.1.2. Divergencias en la energ´ıa proyectada
Anguiano, Egido y Robledo demostraron (ve´ase Ref. [7]) que la energ´ıa
proyectada dada por la expresio´n de arriba puede contener te´rminos diver-
gentes cuando la ocupacio´n de un nivel en la base cano´nica es v2k = 1/2 y el
a´ngulo gauge es ϕl = pi/2. En esos casos la matriz T22 se vuelve singular y, por
tanto, la matriz densidad y los tensores de apareamiento divergen. Los mis-
mos autores tambie´n demostraron que estos polos desaparecen u´nicamente
cuando se cumplen las siguientes condiciones:
1. Se tienen que considerar todos los te´rminos (HF y apareamiento) sin
despreciar ninguno. Esto es importante ya que a nivel de campo medio
se suelen despreciar tanto algunos te´rminos de Fock (o tenerlos en cuen-
ta de manera aproximada) como algunos te´rminos de apareamiento. En
la misma referencia (Ref. [7]) se estudia, con la interaccio´n de Gogny,
la convergencia de la energ´ıa proyectada despreciando y sin despreciar
los te´rminos de apareamiento de Coulomb y de esp´ın-o´rbita as´ı como el
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te´rmino de intercambio de Coulomb (que se trata en la aproximacio´n
de Slater). Ah´ı se observa que en los puntos donde se tiene v2k = 1/2
so´lo se obtiene la convergencia cuando se incluyen todos los te´rminos
de manera exacta.
2. Se tiene que considerar la misma interaccio´n en los canales de HF y de
apareamiento para que se produzca la cancelacio´n de las divergencias.
Este caso es incluso ma´s drama´tico ya que es la base de las interacciones
de Skyrme y relativistas. Recientemente Bender y Duguet han mostra-
do expl´ıcitamente la aparicio´n de estas divergencias en los ca´lculos con
la interaccio´n de Skyrme [21].
Adema´s, estas divergencias no se presentan raramente. Por un lado, cuando
se estudia la energ´ıa proyectada en funcio´n de un para´metro continuo, como,
por ejemplo, la deformacio´n cuadrupolar o las fluctuaciones en el nu´mero
de part´ıculas, con toda seguridad habra´ puntos en la superficie de energ´ıa
potencial para los que se verificara´ la condicio´n v2k = 1/2. Por otro lado, si
se minimiza de manera autoconsistente la energ´ıa proyectada, como en el
me´todo VAP que describiremos ma´s adelante, el sistema se dirige variacio-
nalmente hacia las divergencias que aparecen si no se tienen en cuenta los
dos puntos anteriores, con lo que finalmente el proceso de minimizacio´n de
la energ´ıa no converge nunca. Por ello, en los ca´lculos que se presentan en
este trabajo se incluyen todos los te´rminos posibles de la interaccio´n.
5.1.3. Te´rmino dependiente de la densidad
Una de las dificultades que presentan en general las teor´ıas basadas en
el generador de coordenadas con interacciones dependientes de la densidad
es la ambigu¨edad que surge en la determinacio´n de la densidad espacial que
aparece en el hamiltoniano [17, 18, 7, 19, 20]. Esto se debe a que dicha den-
sidad depende de los estados con los que se calcula. A nivel de campo medio
(HFB) la densidad espacial esta´ un´ıvocamente determinada mientras que en
las teor´ıas proyectadas se tiene que escoger una prescripcio´n que tiene que
cumplir unos requisitos mı´nimos. Los ma´s importantes son que la energ´ıa sea
una cantidad escalar y que sea real. Adema´s, se pueden imponer otras con-
diciones de consistencia con el campo medio subyacente que dan lugar a la
denominada prescripcio´n mixta y que es la ma´s apropiada cuando se restau-
ran las simetr´ıas espaciales, como el momento angular o la paridad espacial.
No obstante, en este trabajo hemos empleado la densidad proyectada a buen
nu´mero de part´ıculas como la prescripcio´n para el te´rmino dependiente de la
densidad en este grado de aproximacio´n [17, 18, 7]:
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Esta prescripcio´n tiene la ventaja de que el te´rmino de la energ´ıa correspon-
diente no presenta divergencias, algo que s´ı ocurre con la prescripcio´n mixta,
aunque dicha divergencia es integrable [7]. Adema´s, hace el problema mucho
menos costoso desde el punto de vista computacional y las diferencias entre
una y otra prescripcio´n son pequen˜as [7].
5.2. Me´todos de proyeccio´n a buen nu´mero
de part´ıculas
La calidad de las distintas aproximaciones a la solucio´n exacta en el marco
de la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas (las correlaciones de aparea-
miento que puedan incluir dichas aproximaciones) depende del me´todo con
el que se determine la funcio´n de onda intr´ınseca de tipo producto |Φ(~q)〉
que aparece en la ecuacio´n 5.12. A continuacio´n se describen los distintos
me´todos que se han empleado en este trabajo para determinar dicha funcio´n
de onda intr´ınseca.
5.2.1. Hartree-Fock-Bogoliubov Proyectado (PAV)
En este caso la funcio´n de onda tipo producto se determina resolviendo









Una vez obtenida la solucio´n de la ecuacio´n anterior se proyecta a buen
nu´mero de part´ıculas. Por tanto, es un me´todo de proyeccio´n despue´s de






5.2. Me´todos de proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas
5.2.2. Variacio´n Despue´s de la Proyeccio´n (VAP)
La funcio´n de onda intr´ınseca en el me´todo VAP se halla minimizando
la energ´ıa proyectada usando como para´metros variacionales los coeficientes
U, V de la transformacio´n de HFB (ec. 4.4). Para ello se resuelven las ecua-
ciones de HFB proyectadas que provienen de aplicar el principio variacional











Obviamente este´ me´todo es mucho ma´s costoso desde el punto de vista
computacional que el anterior ya que requiere de la evaluacio´n de la energ´ıa
proyectada en cada paso del proceso iterativo hacia la convergencia, mientras
que en el PAV so´lo se proyecta una sola vez. Adema´s, como se menciono´ en
la seccio´n (sec. 5.1.2), este me´todo es mucho ma´s sensible a la aparicio´n de
divergencias en el sistema. Por tanto, se deben incluir exactamente todos
los te´rminos de la interaccio´n, incluso aquellos que son pequen˜os a nivel de
campo medio y cuya evaluacio´n requiere mucho tiempo de computacio´n (el
intercambio de Coulomb es un ejemplo).





5.2.3. Lipkin-Nogami (LN) y Lipkin-Nogami Proyec-
tado (PLN)
El me´todo de Lipkin-Nogami se desarrollo´ originariamente para restau-
rar de manera aproximada la simetr´ıa del nu´mero de part´ıculas antes de la
variacio´n [22, 23, 24]. Para ello se trata de eliminar del valor esperado de la
energ´ıa la parte que proviene de las fluctuaciones en el nu´mero de part´ıculas.
Sin embargo, las funciones de onda prueba siguen siendo de tipo producto
que violan la simetr´ıa del nu´mero de part´ıculas. Este me´todo se puede es-
tudiar como un caso particular del me´todo de Kamlah [25, 17, 18] donde la
energ´ıa proyectada VAP se puede expresar como un desarrollo en serie de
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En la prescripcio´n de Lipkin-Nogami se llega hasta segundo orden en este
desarrollo y se minimiza el funcional:
δ
[





donde λN resulta ser el multiplicador de Lagrange que hace que se tenga el
valor promedio correcto mientras que h2 es un para´metro que no entra en la
variacio´n y cuya expresio´n se obtiene del me´todo de Kamlah 2:
h2 =
〈Hˆ(∆Nˆ)2〉 − 〈Hˆ〉〈(∆Nˆ)2〉 − 〈Hˆ∆Nˆ〉〈(∆Nˆ)3〉〈(∆Nˆ)2〉
〈(∆Nˆ)4〉 − 〈(∆Nˆ)2〉2 − 〈(∆Nˆ)3〉2〈(∆Nˆ)2〉
. (5.40)







Debido a que, tanto la expansio´n de Kamlah esta´ restringida a un orden de-
terminado como que el para´metro h2 no entra en la minimizacio´n, el me´todo
de LN no es puramente variacional y en ocasiones da una energ´ıa ma´s baja
que la energ´ıa VAP. Sin embargo, las funciones de onda de tipo producto
halladas con la prescripcio´n de LN consiguen incluir siempre correlaciones de
apareamiento, evitando de esta manera las transiciones de fase espurias que
aparecen en la aproximacio´n de HFB y que una proyeccio´n PAV mantiene.
Por ello, es habitual emplear el me´todo de LN para hallar funciones de on-
da intr´ınsecas y posteriormente proyectarlas exactamente a buen nu´mero de
part´ıculas. Con ello se construyen de manera equivalente a las expresiones
1Para simplificar la notacio´n suponemos que so´lo hay un tipo de part´ıculas N . La
extensio´n al caso de tener protones y neutrones se hace de manera trivial.
2Se asume que los promedios <> se calculan entre los estados |LN〉.
54
5.2. Me´todos de proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas




Este es el denominado me´todo de Lipkin-Nogami Proyectado (PLN) y se
usa de manera sistema´tica en los ca´lculos ma´s alla´ de campo medio con la
interaccio´n de Skyrme (ve´ase Ref. [8] y las referencias que all´ı se incluyen) y,
ma´s recientemente, con las interacciones relativistas [9]. Adema´s, este me´todo
tambie´n se ha implementado con la interaccio´n de Gogny en la referencia
(Ref. [26]), en donde se estudian las propiedades de los estados fundamentales
de los iso´topos del estan˜o con diferentes aproximaciones (HFB, LN, PAV,
PLN y VAP).
5.2.4. Variacio´n Despue´s de la Proyeccio´n Restringida
(RVAP)
El me´todo general de la Variacio´n Despue´s de la Proyeccio´n Restringida
(RVAP) se basa en explorar las superficies de energ´ıa potencial proyectadas
PAV definidas a lo largo de los grados de libertad ma´s relevantes. De esta
manera, la solucio´n vendra´ dada por el mı´nimo de esa superficie. En el caso
de la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas, si nos basamos en la expansio´n









Por tanto, los grados libertad ma´s relevantes en este caso sera´n las fluc-
tuaciones en el nu´mero de part´ıculas (∆Nˆ)2 y, posteriormente, el operador
(∆Nˆ)4. Para unos valores de los para´metros intr´ınsecos {~q} fijos, construimos






〈HFB((∆N)2, ~q)|HˆPN |HFB((∆N)2, ~q)〉
〈HFB((∆N)2, ~q)|PN |HFB((∆N)2, ~q)〉 (5.44)
donde las funciones de onda |HFB ((∆N)2, ~q)〉 se determinan resolviendo la
3De nuevo, para simplificar la notacio´n suponemos que so´lo hay un tipo de part´ıculas
N
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ecuacio´n de HFB con ligaduras correspondiente:
δ
[






Eligiendo la funcio´n de onda que da el mı´nimo de la superficie (ec. 5.44)








Una de las grandes ventajas que tiene el me´todo RVAP es que se puede exten-
der de manera directa an˜adiendo ma´s ligaduras al ca´lculo de campo medio y
construyendo superficies de energ´ıa potencial con ma´s dimensiones que pos-
teriormente se proyectan a buen nu´mero de part´ıculas. Por ejemplo, en este











5.2.5. Justificacio´n del me´todo de Lipkin-Nogami
En esta seccio´n se justifica el me´todo de LN y su versio´n proyectada
(PLN) desde un punto de vista variacional [27]. En primer lugar notamos
que, comparando las ecuaciones variacionales (ec. 5.45) y (ec. 5.39), podemos
construir la solucio´n de LN |LN〉 con el me´todo RVAP1 si se aplica la ligadura
〈Φ|(∆N)2|Φ〉 = (∆N)2LN. Al final del proceso de convergencia de la ecuacio´n
(ec. 5.45) se tendra´ necesariamente la condicio´n:
λ∆N2((∆N)
2
LN) = h2 (5.48)
Es decir, la funcio´n de onda de LN pertenece al subespacio de funciones de
onda de campo medio (HFB) constren˜idas a tener valores determinados de
las fluctuaciones del nu´mero de part´ıculas:
|LN〉 ∈ {|HFB(∆N2)〉} (5.49)
Con este subespacio de funciones de onda podemos evaluar la energ´ıa pro-
yectada aproximada utilizando la expansio´n de Kamlah a segundo orden:
eN(∆N2) ≈ 〈HFB(∆N2)|Hˆ|HFB(∆N2)〉
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− h2〈HFB(∆N2)|Hˆ|HFB(∆N2)〉 = eHFB(∆N2)− h2∆N2
(5.50)
Si ahora hallamos el mı´nimo de la superficie de energ´ıa potencial definida
por la ecuacio´n anterior, suponiendo que el para´metro h2 es independiente














obteniendo la condicio´n de LN (λ∆N2 = h2) con esta minimizacio´n (ec. 5.51).
A partir de esta derivacio´n podemos concluir que el me´todo de LN pro-
viene de minimizar la energ´ıa proyectada aproximada a segundo orden en la
expansio´n de Kamlah en el espacio variacional definido por las funciones de
onda de HFB constren˜idas a valores de ∆N2. Adema´s, podemos extraer tres
conclusiones importantes:
1. La energ´ıa de LN dara´ resultados razonables cuanto ma´s se aproxime la
expansio´n de Kamlah a segundo orden a la energ´ıa proyectada exacta.
Esto ocurre para valores de ∆N2 grandes [2, 17, 18].
2. La energ´ıa de LN estara´ en el mı´nimo de la superficie de energ´ıa poten-
cial definida por la expansio´n de Kamlah (ec. 5.50) cuando el para´metro
h2 sea ma´s o menos independiente de ∆N
2.
3. Debido a que se cumple la condicio´n (ec. 5.49), el me´todo PLN, que con-
siste en proyectar exactamente el estado de LN, produce una energ´ıa
que pertenece a la superficie de energ´ıa proyectada a lo largo de la
direccio´n de ∆N2. El me´todo RVAP1 descrito ma´s arriba consiste pre-
cisamente en hallar el mı´nimo de tal superficie y dara´ una energ´ıa igual
o ma´s baja que el me´todo PLN, aproxima´ndose ma´s a la solucio´n VAP.
Por tanto, el me´todo PLN so´lo es capaz de explorar la superficie de
energ´ıa potencial proyectada a lo largo del grado de libertad ∆N2 y,
adema´s, no lo hace de manera o´ptima.
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5.3. Comparaciones nume´ricas
En los siguientes apartados se comparan los resultados dados por los
me´todos de proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas descritos anteriormente
cuando se aplican al estudio de las correlaciones de apareamiento.
5.3.1. Hamiltonianos de apareamiento reducido
En primer lugar estudiaremos dos sistemas sencillos que pongan de relieve
las principales caracter´ısticas de las aproximaciones mencionadas en la sec-

















donde N es el nu´mero de niveles doblemente degenerados, k y k¯ correspon-
den a los estados normales e inversos en el tiempo con energ´ıas de part´ıcula
independiente k, c
†
k y ck crean y destruyen estados de part´ıcula indepen-
diente respectivamente y, finalmente, G es la intensidad de la interaccio´n de
apareamiento.
Este hamiltoniano se ha usado para estudiar las propiedades de aparea-
miento tanto en f´ısica nuclear [3, 28] como en f´ısica de la materia condensada
[29, 30, 31, 32]. En este caso se ha usado un espectro de part´ıcula independien-
te con el mismo espaciado entre los niveles k = kd y el nu´mero de part´ıculas
se escoge igual al nu´mero de niveles doblemente degenerados N0 = N = 10,
es decir, se trabaja en la aproximacio´n de semi-llenado.
El segundo es un modelo de apareamiento de dos niveles cuyo hamilto-
niano es esencialmente el mismo que el dado en la ecuacio´n (ec. 5.53) so´lo que
en este caso k = −d para k = 1, ..., N/2 y k = d para k = N/2 + 1, ..., N .
Tambie´n se impone la condicio´n de semi-llenado con N0 = N = 10. Este mo-
delo ha sido ampliamente utilizado para estudiar distintas aproximaciones
concernientes a la restauracio´n del nu´mero de part´ıculas [33, 34, 35]. En ade-
lante nos referiremos al primer modelo como H1 y al modelo de dos niveles
como H2.
Una medida de las correlaciones de apareamiento que incluyen las distin-
tas aproximaciones es la energ´ıa de condensacio´n, definida como la diferencia









Figura 5.1: Imagen esquema´tica de la configuracio´n de Hartree-Fock para los
modelos de apareamiento reducido (a) H1 y (b) H2, donde F es la energ´ıa
de Fermi y se escoge N = N0 = 10.
configuracio´n de Hartree-Fock:





En la figura 5.1 representamos esquema´ticamente la configuracio´n del sistema
completamente descorrelacionada, que tiene una energ´ıa dada por el segundo
sumando de la ecuacio´n (ec. 5.54).
Como so´lo hay un tipo de fermiones las expresiones que aparecen en
la seccio´n anterior se simplifican. Adema´s, el campo medio en este caso tam-
bie´n se ha simplificado y se realiza en la aproximacio´n BCS en lugar de hacer
la transformacio´n de HFB ma´s general. En la tabla 5.1 se hace un resumen
de las distintas aproximaciones descritas en la seccio´n anterior y aplicadas a
este sistema en particular. Las ecuaciones variacionales se han resuelto con
el me´todo del gradiente ya que resulta muy adecuado para incluir muchas
ligaduras en el sistema [36].
Resultados
En la figura 5.2(a) se representan las energ´ıas de condensacio´n (en uni-
dades del para´metro d) como funcio´n de la intensidad de la interaccio´n (en
te´rminos del para´metro χ = G(N0 − 1)/(2d)) para las distintas aproxima-
ciones que aparecen en la tabla 5.1 calculadas para el modelo H1. Como se
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BCS eBCS = 〈BCS|Hˆ|BCS〉




LN eLN = 〈LN|Hˆ − h2∆Nˆ2|LN〉





















] ≡ PN/(〈Φ|PN |Φ〉)
Tabla 5.1: Resumen de las distintas aproximaciones que se usan para resolver










































Figura 5.2: (a) Energ´ıa de condensacio´n (en unidades de d) como funcio´n de
la intensidad de la interaccio´n de apareamiento (en te´rminos del para´metro
χ = G(N0 − 1)/(2d)) para las aproximaciones BCS (l´ınea fina de puntos),
VAP (l´ınea continua), PAV (l´ınea gruesa de puntos), RVAP1 (l´ınea de puntos
y rayas), LN (c´ırculos) y RVAP2 (tria´ngulos). Las l´ıneas verticales indican
los valores de χ para los que se hace un ana´lisis detallado de los me´todos
RVAP1, LN, PLN y RVAP2 (b) Diferencias normalizadas con respecto de la
solucio´n VAP para las distintas aproximaciones.
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puede apreciar, la mejor aproximacio´n de entre todas a la energ´ıa exacta del
problema, es decir, la aproximacio´n variacional que da la menor energ´ıa, es
el me´todo VAP (l´ınea continua). En este caso, la energ´ıa de condensacio´n
econdVAP decrece mono´tonamente a medida que se aumenta la intensidad de la
interaccio´n siendo adema´s distinta de cero para todo el rango de valores de
χ. Sin embargo, la solucio´n de campo medio se comporta de manera diferente
(l´ınea fina de puntos). En este caso se aprecia que hasta un valor de χ = 1.5
la energ´ıa de condensacio´n es cero y a partir de ah´ı decrece de manera conti-
nua. Este comportamiento se corresponde con una transicio´n de fase espuria
debido a que se trata de un sistema finito. En la parte donde no se obtienen
correlaciones de apareamiento (regio´n normal-conductora) se tienen solucio-
nes de tipo producto que conservan la simetr´ıa del nu´mero de part´ıculas,
es decir, soluciones de tipo Hartree-Fock. Una vez que la intensidad de la
interaccio´n alcanza un valor umbral se produce una ruptura esponta´nea de
la simetr´ıa y las funciones de onda de tipo producto son capaces de incluir
correlaciones de apareamiento (regio´n superconductora). Como se aprecia en
la figura 5.2(a) la aproximacio´n PAV mantiene esta transicio´n de fase. En
la regio´n normal-conductora no se obtienen correlaciones de apareamiento
extra al proyectar a buen nu´mero de part´ıculas debido a que las funciones de
onda correspondientes son ya autoestados de Nˆ . Sin embargo, en la regio´n
superconductora s´ı se aprecia una ganancia significativa en la energ´ıa de con-
densacio´n al restaurar la simetr´ıa, aunque todav´ıa la solucio´n PAV esta´ lejos
de la correspondiente VAP.
Como se ha mencionado previamente, tanto las aproximaciones BCS como
PAV se pueden mejorar estudiando las superficies de energ´ıa potencial pro-
yectadas definidas a lo largo de los grados de libertad ma´s relevantes en el
sistema (me´todo RVAP). En primer lugar analizaremos la dependencia de
la energ´ıa proyectada con las fluctuaciones del nu´mero de part´ıculas ∆N2
(me´todo RVAP1).
En la figura 5.3 se muestran las superficies de energ´ıa en la aproxi-
macio´n de campo medio (Constrained-BCS, CBCS) y proyectada (Projected-
Constrained-BCS, PCBCS) en funcio´n de ∆N2. Los resultados del panel (a)
de la figura se calculan con un valor de la intensidad de la interaccio´n χ = 1.1
que se corresponde con la regio´n normal-conductora. Aqu´ı se muestra clara-
mente que la superficie CBCS tiene un mı´nimo (solucio´n BCS en la figura
5.2(a)) localizado en ∆N2 = 0 con una energ´ıa de condensacio´n igual a cero
y una funcio´n de onda que es autoestado del operador nu´mero. Por tanto, la
proyeccio´n de este mı´nimo (solucio´n PAV) coincide con la solucio´n de campo
medio como se ve en la figura 5.2(a) en toda la regio´n normal-conductora. Sin
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Figura 5.3: Superficies de energ´ıa como funcio´n de las fluctuaciones en el
nu´mero de part´ıculas para las aproximaciones BCS (l´ınea de puntos, CBCS)
y su proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas (l´ınea continua, PCBCS). Los
mı´nimos de dichas curvas corresponden a la solucio´n BCS y PAV(cuadrado).
En el panel (a) se muestran los resultados para un valor de χ = 1.1 en
la regio´n normal-conductora mientras que en el panel (b) el valor de χ =
1.9 esta´ en la regio´n superconductora. La l´ınea horizontal marca el valor
de la solucio´n VAP en cada caso. El mı´nimo de la curva proyectada es la
solucio´n RVAP1 (c´ırculo negro). Adema´s, se representa la energ´ıa proyectada
aproximada a segundo orden en la expansio´n de Kamlah (l´ınea discontinua)
que contiene a la solucio´n de Lipkin-Nogami autoconsistente (c´ırculo blanco,
LN).
embargo, si proyectamos toda la curva (PCBCS) observamos que se obtiene
un mı´nimo ma´s profundo en ∆N2 = 1.6 y econdRVAP1 = −0.16d. En el panel (b)
se muestran resultados similares con un valor de χ = 1.9 en la regio´n super-
conductora. En este caso la curva de campo medio (CBCS) tiene un mı´nimo
(solucio´n BCS) en (∆N2 = 1.9, econdBCS = −0.1d) que rompe la simetr´ıa del
nu´mero de part´ıculas. De nuevo, la proyeccio´n de este punto da la solucio´n
PAV, que en este caso produce una ganancia significativa en la energ´ıa de
condensacio´n (econdPAV = −0.7d), como se puede apreciar claramente en las fi-
guras 5.2(a)-5.3(b). Sin embargo, la curva proyectada (PCBCS) presenta a
su vez otro mı´nimo ma´s profundo desplazado a valores mayores de las fluc-
tuaciones en el nu´mero de part´ıculas (∆N2 = 3.4, econdRVAP1 = −0.9d)).
Adema´s, en la figura 5.3 se ha incluido la energ´ıa proyectada aproxima-
da a segundo orden en el desarrollo de Kamlah (ec. 5.50) y la solucio´n de
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LN. Vemos que, por un lado, tanto en la regio´n normal-conductora como en
la superconductora, la energ´ıa proyectada aproximada solapa pra´cticamente
con la proyeccio´n exacta (PCBCS) indicando que la expansio´n de Kamlah
en este caso da buenos resultados. Por otro lado, la energ´ıa de LN pra´cti-
camente coincide con el mı´nimo de la superficie proyectada aproximada y
con la solucio´n RVAP1. Teniendo en cuenta las conclusiones descritas en la
seccio´n (sec. 5.2.5) podemos inferir que el para´metro h2 se mantendra´ pra´cti-
camente constante en funcio´n de ∆N2. En otras palabras, en este modelo
se cumplen las dos condiciones para que el me´todo de LN produzca resulta-
dos razonables. Adema´s, la proyeccio´n de la solucio´n de LN, la aproximacio´n
PLN corresponde con el punto de la superficie PCBCS con el valor de ∆N2
de la aproximacio´n LN. Debido a la proximidad entre las soluciones RVAP1
y LN, la aproximacio´n PLN coincide pra´cticamente con la RVAP1.
Si realizamos el ana´lisis anterior en todo el rango de valores de χ ob-
tenemos los resultados de la figura 5.2(a) para las aproximaciones RVAP1 y
LN (el resultado para el PLN coincide pra´cticamente con el RVAP1 y no se
muestra). Aqu´ı se observan las mejoras evidentes que dan estos me´todos con
respecto a la aproximacio´n de campo medio y PAV. Por un lado, la tran-
sicio´n de fase desaparece obtenie´ndose soluciones superconductoras incluso
para valores pequen˜os de la interaccio´n. Adema´s vemos que estos me´todos se
aproximan ma´s a la solucio´n VAP representada por la l´ınea continua en la fi-
gura 5.2(a) y por las l´ıneas horizontales discontinuas en las figuras 5.3(a)-(b).
No obstante, se observa que esta u´ltima queda todav´ıa lejos de ser alcanza-
da explorando la energ´ıa proyectada (exacta o aproximada) u´nicamente en
funcio´n de las fluctuaciones en el nu´mero de part´ıculas. Esto se puede ver
claramente en la figura 5.2(b) donde se representan las diferencias relativas
entre la energ´ıa de condensacio´n VAP y las distintas aproximaciones. Aqu´ı se
puede apreciar que las desviaciones con respecto a la aproximacio´n VAP son
especialmente significativas en el re´gimen de apareamiento de´bil, hacie´ndose
menores a medida que aumenta la intensidad de la interaccio´n.
El paso siguiente en la bu´squeda de una aproximacio´n ma´s cercana a
la solucio´n VAP sera´, aprovechando la flexibilidad de los me´todos RVAP,
extender el estudio al siguiente momento relevante ∆N4. En la figura 5.4 se
representan las superficies de energ´ıa CBCS y PCBCS como funcio´n de ∆N4
para los mismos valores de χ que en la figura 5.3. Adema´s, el valor de ∆N2
esta´ fijado en los respectivos mı´nimos de las curvas proyectadas PCBCS de la
figura 5.3. De nuevo se observa un desplazamiento entre el mı´nimo de la curva
de campo medio CBCS, cuya proyeccio´n da la solucio´n RVAP1, y el mı´nimo
de la curva proyectada PCBCS, tanto en la regio´n normal-conductora como
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Figura 5.4: Superficies de energ´ıa en la aproximacio´n de campo medio (CBCS,
l´ınea de puntos) y proyectada (PCBCS, l´ınea continua) como funcio´n de ∆N4
para χ=1.1 y ∆N2=1.6 (a) y χ=1.9 y ∆N2=3.4 (b). Las l´ıneas verticales
indican el valor del mı´nimo de la curvas CBCS cuya proyeccio´n dan la solu-
ciones RVAP1 (c´ırculos). Los mı´nimos de las curvas PCBCS son las soluciones
RVAP2 (tria´ngulos)
en la superconductora.
A continuacio´n se realiza el mismo procedimiento para distintos valo-
res de ∆N2 y se van seleccionando los mı´nimos correspondientes a las curvas
proyectadas PCBCS en la direccio´n ∆N4. En la figura 5.5 se representan
dichos mı´nimos en funcio´n de ∆N2 junto con la curva PCBCS calculada ex-
plorando so´lo las fluctuaciones en el nu´mero de part´ıculas. El mı´nimo de e´sta
u´ltima es la solucio´n RVAP1 mientras que el mı´nimo de la primera es la solu-
cio´n RVAP2. En esta curva podemos apreciar claramente la mejora sustancial
que supone la aproximacio´n RVAP2 ya que pra´cticamente se obtiene el valor
de la solucio´n VAP, marcado con l´ıneas discontinuas en la figura, tanto en el
re´gimen normal-conductor como en el superconductor. Este hecho se muestra
claramente en la figura 5.2(a) donde el resultado RVAP2 esta´ pra´cticamente
sobre la curva VAP. Adema´s, la desviacio´n relativa (fig. 5.2(b)) es mucho me-
nor que en el resto de aproximaciones estudiadas y so´lo se observan ligeras
diferencias en el l´ımite de apareamiento pequen˜o.
A partir de estos resultados podemos concluir que, en este modelo (H1),
las aproximaciones RVAP1 y PLN dan casi ide´nticos resultados, pero que
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Figura 5.5: Superficies de energ´ıa proyectadas como funcio´n de ∆N2 para
χ=1.1 (a) y χ=1.9 (b). La l´ınea de puntos se corresponde con la PCBCS de
la figura 5.3 cuyo mı´nimo es la solucio´n RVAP1 (circulo) mientras que la l´ınea
continua se halla seleccionando los mı´nimos en la direccio´n ∆N4 para valores
fijos de ∆N2. El mı´nimo de esta curva es la aproximacio´n RVAP2 (tria´ngulos).
La solucio´n VAP se representa por la l´ınea horizontal discontinua.
es necesario ir ma´s alla´, explorando el grado de libertad ∆N4, para obte-
ner pra´cticamente la solucio´n VAP. Adema´s, en este modelo la calidad de
esta´ u´ltima se puede comparar directamente con la energ´ıa exacta dada por
la resolucio´n de las ecuaciones de Richardson [3, 32, 37]. En la figura 5.6
se muestran las soluciones exacta y VAP en funcio´n de χ [38]. Vemos que
pra´cticamente coinciden en todo el rango de valores de la intensidad de la in-
teraccio´n y so´lo para valores grandes de χ se obtienen pequen˜as desviaciones.
Sin embargo, este acuerdo no sucede en el caso general, ya que para distinto
nu´mero de part´ıculas y/o distintas intensidades de la interaccio´n, la aproxi-
macio´n VAP por s´ı misma no es capaz de describir la suave transicio´n entre
un re´gimen de apareamiento de´bil a otro con apareamiento fuerte [39, 31, 32].
Por u´ltimo, repetimos el estudio efectuado previamente con el hamil-
toniano (H1) ahora con el hamiltoniano de dos niveles degenerados en la
aproximacio´n de semi-llenado (H2) [33, 34, 35]. En este modelo la solucio´n
VAP y la RVAP1 coinciden exactamente ya que la energ´ıa proyectada so´lo
depende de un para´metro variacional [33] que se puede asociar a las fluctua-
ciones ∆N2. Sin embargo, El objeto de este estudio es explorar la validez de
las aproximaciones LN y PLN en relacio´n con el me´todo RVAP1.
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Figura 5.6: Energ´ıa de condensacio´n (en unidades de d) como funcio´n de
la intensidad de la interaccio´n de apareamiento (en te´rminos del para´metro
χ = G(N0− 1)/(2d)) para la aproximacio´n VAP (l´ınea continua) y resultado
exacto (puntos)
En la figura 5.7 representamos la energ´ıa de condensacio´n para el mo-
delo (H2) en funcio´n de la intensidad de la interaccio´n para las distintas
aproximaciones de manera equivalente a la figura 5.2 para el modelo (H1).
En la figura 5.7(a) observamos que, efectivamente, la solucio´n VAP y RVAP1
coinciden. Sin embargo, contrariamente a lo que ocurr´ıa en el caso con mu-
chos niveles, se aprecian diferencias notables entre la solucio´n de LN y la
aproximacio´n RVAP1.
Para entender este comportamiento representamos en la figura 5.8 las
superficies de energ´ıa a nivel de campo medio (CBCS) y proyectada exac-
tamente (PCBCS) y en la aproximacio´n de Kamlah a segundo orden como
funcio´n de ∆N2. En primer lugar observamos que la expansio´n de Kamlah en
este caso no es capaz de reproducir la energ´ıa proyectada exacta del sistema,
al contrario de lo que se apreciaba en la figura 5.3. Adema´s, la solucio´n de
LN no esta´ en el mı´nimo de dicha curva evidenciando que existe una fuerte
dependencia del para´metro h2 con ∆N
2. No obstante, la solucio´n proyectada
PLN esta´ muy cerca de la aproximacio´n RVAP1, no so´lo en este caso sino
tambie´n en todo el rango de χ como se ve en la figura 5.7(a)-(b). Solamente
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Figura 5.7: Equivalente a la figura 5.2 pero con el hamiltoniano de dos niveles.
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Figura 5.8: Superficies de energ´ıa como funcio´n de las fluctuaciones en el
nu´mero de part´ıculas para las aproximaciones BCS(l´ınea de puntos, CBCS)
y su proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas (l´ınea continua, PCBCS) y
para un valor de χ = 0.8. El mı´nimo de la curva proyectada es la solucio´n
RVAP1=VAP (c´ırculo negro). Adema´s, se representa la energ´ıa proyectada
aproximada a segundo orden en la expansio´n de Kamlah (l´ınea discontinua)
que contiene a la solucio´n de Lipkin-Nogami autoconsistente (c´ırculo blanco,
LN). La proyeccio´n de este punto da la energ´ıa en la aproximacio´n PLN
(diamante).
en el caso de tener una intensidad de la interaccio´n de apareamiento pequen˜a
se observan desviaciones apreciables entre las soluciones RVAP1 y PLN.
En la figura 5.9 se representan el para´metro h2 (ec. 5.40) y el multi-
plicador de Lagrange λ∆N2 del me´todo RVAP1 (ec. 5.45) en funcio´n de ∆N
2
para los dos modelos de hamiltoniano de apareamiento estudiados. El corte
entre las dos curvas se corresponde con la solucio´n de LN (ec. 5.48). En esta
figura se observa porque´ la solucio´n de LN en el modelo H1 esta´ tan pro´xima
al mı´nimo de la superficie de energ´ıa definida por la expansio´n de Kamlah
(figura 5.3) y tan alejada del mı´nimo en el modelo H2 (figura 5.8). Esto se
debe a que en el primer caso (figura 5.9(a)) el para´metro h2 es pra´cticamente
constante en los alrededores de la solucio´n de LN mientras que en el segundo
caso presenta una fuerte dependencia con ∆N2.
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Figura 5.9: Valores del para´metro h2 del me´todo de LN (ec. 5.40) y del
multiplicador de Lagrange λ∆N2 del me´todo RVAP1 (ec. 5.45) en funcio´n de
∆N2 para (a) el modelo de mu´ltiples niveles H1 con χ = 1.1 y (b) el modelo
de dos niveles H2 con χ = 0.8
5.3.2. Correlaciones de apareamiento con la interac-
cio´n de Gogny
Para finalizar el estudio de las correlaciones de apareamiento en el marco
de la restauracio´n del nu´mero de part´ıculas aplicamos los me´todos anteriores
con un hamiltoniano realista. En la figura 5.10(a) se muestran las superficies
de energ´ıa potencial proyectadas a buen nu´mero de part´ıculas calculadas con
la interaccio´n de Gogny D1S [40] para el nu´cleo 54Cr. Tambie´n se muestra la
solucio´n de campo medio (HFB) para apreciar la ganancia de energ´ıa que se
obtiene al restaurar la simetr´ıa. Los ca´lculos se han realizado con un espacio
de configuracio´n de once capas de oscilador y la longitud de oscilador se ha
optimizado a nivel de campo medio.
En este caso vemos de nuevo que la solucio´n VAP es la que da una energ´ıa
ma´s baja, mientras que la solucio´n de campo medio (HFB) y su proyeccio´n
PAV esta´ siempre por encima con respecto a las dema´s aproximaciones. En-
tre las dos se encuentran la soluciones PLN y RVAP1, que, como en los casos
que estudiamos anteriormente, pra´cticamente coinciden. Solamente se apre-
cian ligeras diferencias entre ellas cerca de q20 = 0 (b).




































Figura 5.10: (a) Superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen nu´mero
de part´ıculas en funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar axial q20 calculadas
con distintas aproximaciones: VAP (l´ınea continua), RVAP1 (c´ırculos), PLN
(l´ıneas y puntos) y PAV (l´ınea discontinua) para el nu´cleo 54Cr. Adema´s,
se muestra la superficie sin proyectar correspondiente a la solucio´n HFB
(l´ınea de puntos). El cero de energ´ıa se corresponde con el mı´nimo en la
aproximacio´n VAP. (b) Normas proyectadas de los estados intr´ınsecos para
las distintas funciones de onda intr´ınsecas. Adema´s se muestra la norma sin
proyectar que en todos los casos vale uno (l´ınea de puntos).
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Figura 5.11: Superficies de energ´ıa potencial en funcio´n de (∆N2,∆Z2) (a)
en la aproximacio´n de HFB (CHFB) y (b) proyectada a buen nu´mero de
part´ıculas (PCHFB). El cero de energ´ıa en los dos casos esta´ normalizado al
valor del mı´nimo de la superficie proyectada (solucio´n RVAP1). Los contornos
indican diferencias de 0.01 MeV. El valor de q20 es 0.6 (b).
nu´mero de part´ıculas (ec. 5.13) en las distintas aproximaciones. Esta canti-
dad es la probabilidad de construir un autoestado del nu´mero de part´ıculas
con unos (N,Z) concretos (en este caso N = 30, Z = 24) a partir del estado
intr´ınseco |Φ(q20)〉 (que esta´ normalizado a la unidad como se muestra en la
l´ınea de puntos de la figura). Esta norma sigue un comportamiento oscilante
que tiene que ver con la estructura de capas subyacente, como se vera´ ma´s
adelante. Es interesante comentar que para q20 = 1.20 (b) la aproximacio´n
de campo medio es autoestado simulta´neamente de los operadores Nˆ , Zˆ (la
norma proyectada es igual a uno) y que, por tanto, no se obtiene ninguna
energ´ıa por restaurar la simetr´ıa del nu´mero de part´ıculas en ese punto, como
se aprecia en la figura 5.10(a). La aproximacio´n RVAP1 se obtiene a partir
de los mı´nimos de las superficies de energ´ıa potencial proyectadas definidas
a lo largo del plano (∆N2,∆Z2) . En la figura 5.11 se ve un ejemplo de
co´mo funciona el me´todo en este caso. Fijando un valor de la deformacio´n
q20 = 0.6 (b) se construye la superficie de energ´ıa potencial a nivel de campo
medio (HFB). En la figura 5.11(a) se observa que se obtiene un mı´nimo de
la superficie (CHFB) en un valor de (∆N2,∆Z2) ≈ (1.5, 2.7). Proyectando
toda la superficie (PCHFB) vemos que el mı´nimo se desplaza a valores ma´s













































Figura 5.12: Energ´ıas de part´ıcula independiente del nu´cleo 54Cr ((a) pro-
tones, (b) neutrones). Las l´ıneas continuas indican estados de paridad po-
sitiva mientras que las discontinuas representan estados de paridad negati-
va. Energ´ıas de apareamiento proyectadas ((c) protones, (d) neutrones) en
las distintas aproximaciones: VAP (l´ınea continua), RVAP1 (c´ırculos), PLN
(l´ıneas y puntos) y PAV (l´ınea discontinua). El nivel de Fermi esta´ represen-
tado por las l´ıneas discontinuas gruesas ((a) y (b))
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que ve´ıamos en la figura 5.3 en un caso ma´s sencillo.
Es importante resen˜ar que la figura 5.10 muestra claramente que las so-
luciones RVAP1 y PLN se aproximan mejor o peor a la solucio´n VAP depen-
diendo de la deformacio´n cuadrupolar. Esto se debe a que en un nu´cleo la
intensidad de la interaccio´n de apareamiento depende muy fuertemente de la
densidad de niveles de part´ıcula independiente alrededor del nivel de Fermi.
En los paneles (a) y (b) de la figura 5.12 se muestran las energ´ıas de part´ıcula
independiente calculadas a nivel de campo medio para el nu´cleo 54Cr. Si se-
guimos el nivel de Fermi (representado con una l´ınea de puntos gruesa) vemos
que, tanto en los protones como en los neutrones, en el lado oblado se tiene
una densidad de niveles relativamente alta (apareamiento fuerte) mientras
que en el lado prolado ocurre lo contrario en algunas regiones (apareamiento
de´bil). En los paneles (c) y (d) representamos la energ´ıa de apareamiento
de protones y neutrones (ec. 5.32) en las distintas aproximaciones. Aqu´ı se
puede apreciar que la solucio´n PAV presenta transiciones de fase espurias
alrededor de 1.2b ≤ q20 ≤ 2.40 (b) en los protones y q20 ≈ 1.0 (b) en los neu-
trones debidas a que los niveles de Fermi se encuentran en mitad de un gap
en el espectro de part´ıcula independiente. Al igual que vimos en los modelos
sencillos, las aproximaciones PLN, RVAP1 y VAP no presentan tales transi-
ciones de fase patolo´gicas. En estos casos la energ´ıa de apareamiento sigue
un comportamiento oscilatorio, presentando mı´nimos en las deformaciones
donde se producen cruces de niveles de part´ıcula independiente (q20 ≈ −1.5
(b) para los protones, q20 ≈ 2 (b) para los neutrones y q20=0 (b) para ambos
canales de isosp´ın). Sin embargo, vemos que en estos cruces de niveles la
aproximacio´n PLN no es capaz de obtener las correlaciones de apareamiento
adecuadas y se aleja de la solucio´n VAP al igual que ocurre en los l´ımites de
apareamiento pequen˜o. Esto se soluciona parcialmente con la aproximacio´n
RVAP1. Por u´ltimo, conviene resen˜ar que en algunos puntos de las figuras
(figs. 5.10(c)-(d)) la energ´ıa de apareamiento de una solucio´n variacionalmen-
te ma´s restringida esta´ por debajo de la energ´ıa de apareamiento del VAP
o RVAP1. Sin embargo, es la energ´ıa total del sistema la que se minimiza y,
como se aprecia en la figura (fig. 5.11), siempre se obtienen energ´ıas totales
ma´s bajas con los me´todos cuyos espacios variacionales son mayores.
5.4. Resumen
En este cap´ıtulo hemos descrito las principales caracter´ısticas del me´todo
de la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas. En particular, hemos estudiado
la calidad de las soluciones dependiendo del me´todo variacional con la que se
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hallan las funciones de onda intr´ınsecas de tipo producto. Adema´s, del estudio
de las distintas aproximaciones hechas en la resolucio´n de los hamiltonianos
de apareamiento reducido podemos extraer las siguientes conclusiones:
1. Se ha mostrado expl´ıcitamente que la solucio´n proyectada a buen nu´me-
ro de part´ıculas completamente variacional (VAP) se puede aproximar
de manera sistema´tica utilizando me´todos RVAP, consistentes en mi-
nimizar la energ´ıa proyectada en espacios variacionales reducidos defi-
nidos a lo largo de los grados de libertad ma´s relevantes del sistema.
2. El me´todo de Lipkin-Nogami proyectado (PLN) es una aproximacio´n
al me´todo RVAP1 con lo que so´lo es capaz de incluir adecuadamente las
correlaciones de apareamiento que incluye el VAP cuando las fluctua-
ciones en el nu´mero de part´ıculas ∆N2 sea el u´nico grado de libertad
importante.
3. Los me´todos VAP y RVAP (y su aproximacio´n, PLN) no presentan las
transiciones de fase (normal-conductor a superconductor) que aparecen
a nivel de campo medio (y su extensio´n PAV). E´stas se deben a que no
se pueden obtener funciones de onda de tipo producto con la simetr´ıa
rota hasta que no se alcanza un valor umbral de la intensidad de la
interaccio´n de apareamiento.
4. Se han comprobado nume´ricamente la condiciones que justifican varia-
cionalmente el me´todo de LN (sec. 5.2.5).
5. En el modelo con distintos niveles doblemente degenerados se ha com-
probado que tanto el me´todo RVAP1 como el me´todo PLN son incapa-
ces de dar una buena aproximacio´n a la solucio´n VAP en el l´ımite de
apareamiento de´bil y que se tiene que ir ma´s alla´ del grado de libertad
∆N2 en dicho l´ımite.
Adema´s de estas conclusiones se debe an˜adir lo siguiente en relacio´n a la res-
tauracio´n del nu´mero de part´ıculas con un hamiltoniano realista (Gogny). Da-
do que en un nu´cleo la intensidad de la interaccio´n de apareamiento esta´ de-
terminada por la estructura de niveles de part´ıcula independiente (Nilsson)
alrededor de la energ´ıa de Fermi, se ha demostrado que las distintas apro-
ximaciones a la solucio´n VAP dependen fuertemente de la deformacio´n. En
particular, la aproximacio´n PLN no es muy adecuada ni en las regiones de
apareamiento de´bil ni tampoco en las deformaciones donde se produzca un
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Restauracio´n de la simetr´ıa
rotacional y el me´todo de la
coordenada generadora
Una de las aportaciones ma´s importantes que se ha realizado en este tra-
bajo de tesis es la implementacio´n con la interaccio´n de Gogny del me´todo
de la coordenada generadora (GCM) usando funciones de onda proyectadas
simulta´neamente a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular [1]. En
este sentido se puede considerar como una extensio´n de los trabajos previos
realizados con la interaccio´n de Gogny, en los que no se inclu´ıa la proyeccio´n
a buen nu´mero de part´ıculas [2, 3, 4, 5]. Un me´todo similar al que aqu´ı se pre-
senta se ha implementado con interacciones de Skyrme y relativistas aunque
en dichos casos se usa el me´todo de LN para hallar las funciones intr´ınsecas
de tipo producto que posteriormente se proyectan [6, 7]. En cambio, en este
trabajo se usara´n tambie´n las funciones de onda VAP descritas en el cap´ıtulo
anterior con lo que, en este sentido, se mejoran de igual manera estas aproxi-
maciones al incluirse las correlaciones de apareamiento con un me´todo ma´s
adecuado.
En este cap´ıtulo se va a exponer, en primer lugar, el me´todo de pro-
yeccio´n simulta´nea a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular (sec.
6.1). Posteriormente se describira´ el me´todo GCM que se ha usado aqu´ı, ha-
ciendo especial e´nfasis en la convergencia del me´todo y la importancia de la
eleccio´n de las funciones de onda intr´ınsecas para obtener buenos resultados
(sec. 6.2).
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6.1. Restauracio´n simulta´nea de las simetr´ıas
del nu´mero de part´ıculas y rotacional
La ruptura esponta´nea de las simetr´ıas espaciales permite estudiar a nivel
de campo medio feno´menos colectivos tan importantes como las rotaciones o
las deformaciones. Sin embargo, como se vio en los cap´ıtulos precedentes, la
transformacio´n de HFB hace que la funcio´n de onda resultante no preserve
las simetr´ıas del hamiltoniano, en particular, la invariancia bajo rotaciones.
Esta simetr´ıa permite etiquetar los estados del nu´cleo por el valor de su mo-
mento angular. Por lo tanto, resulta ba´sico restaurar la simetr´ıa rotacional
para obtener una correcta descripcio´n de la estructura nuclear.
6.1.1. Proyeccio´n a buen momento angular
De nuevo se puede hacer uso del me´todo general de la proyeccio´n (sec.
4.2.2) para conseguir autoestados del momento angular total Jˆ2 y tercera
componente Jˆz. En este caso el operador que proyecta las funciones de onda
sobre el subespacio de estados con el momento angular y la tercera compo-











donde Ω = (α, β, γ) son los a´ngulos de Euler, DJ∗MK(Ω) las funciones de
Wigner y Rˆ(Ω) el operador de rotaciones [10]:











A continuacio´n demostraremos que aplicando el operador definido anterior-
mente (ec. 6.1) sobre una funcio´n de onda |Φ〉 se obtiene un autoestado de los





bJ ′M ′|δJ ′M ′〉 (6.5)
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siendo δ el conjunto de nu´meros cua´nticos correspondientes a otros operado-
res que conmuten con {Jˆ2, Jˆz}.
Ahora aplicamos P JM (ec. 6.1) en ambos miembros de la ecuacio´n:







dΩDJ∗MK(Ω)Rˆ(Ω)|J ′M ′〉 =
=
∑







M ′′M ′(Ω)|J ′M ′′〉







δJ1J2δM1M2δM ′1M ′2 (6.6)
con lo que finalmente se obtiene lo que se quer´ıa demostrar:






Observando el resultado anterior se puede deducir una manera u´til de expre-
sar el operador P JMK en notacio´n de Dirac:
P JMK = |JM〉〈JK| (6.8)
Con ello se pueden demostrar fa´cilmente las siguientes propiedades:(
P JMK
)†
= P JKM ;P
J1
M1K1




La funcio´n de onda construida a partir de la proyeccio´n a buen momento
angular de una funcio´n de campo medio, en general, no es autoestado de los
operadores nu´mero. Como se analizara´ ma´s adelante, ni siquiera tendra´ el
valor del nu´mero de part´ıculas correcto en promedio ya que esta condicio´n se
impone normalmente en los estados producto. Por razones computacionales,
este problema se correg´ıa de manera aproximada en las primeras implemen-
taciones de la proyeccio´n a buen momento angular [2, 3, 4, 5]. Sin embargo,
resulta ma´s adecuado construir, a partir de estados del tipo HFB, funciones
de onda que sean autoestados tanto del momento angular como del nu´mero
de part´ıculas:
|ΦNZ;JM(~q)〉 = P JM |ΦNZ(~q)〉 = P JMPNPZ |Φ(~q)〉 (6.10)
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donde {~q} son de nuevo para´metros internos de la funcio´n de onda como
deformaciones o fluctuaciones cua´nticas.
Es habitual denominar el estado |Φ(~q)〉 como un estado en el sistema de
referencia intr´ınseco, definido por el campo medio, y al estado |ΦNZ;JM(~q)〉
como el estado correspondiente en el sistema de laboratorio. El segundo se
produce a partir del primero mediante el siguiente mecanismo:
1. Se construyen 2J + 1 estados con buen momento angular total J me-
diante la combinacio´n lineal de todas las posibles rotaciones del estado
intr´ınseco. Los coeficientes de esta combinacio´n son las funciones de
Wigner.
2. El estado final se construye mediante la combinacio´n lineal de esos
2J + 1 estados, es decir, mediante la combinacio´n lineal de todas las
posibles proyecciones del momento angular total J sobre el eje z del
sistema intr´ınseco.
6.1.2. Energ´ıa proyectada
Al igual que hac´ıamos en el cap´ıtulo anterior, vamos a calcular el valor
esperado del hamiltoniano usando en este caso las funciones de onda definidas





〈ΦNZ(~q)|(P JM)†HˆP JM |ΦNZ(~q)〉
〈ΦNZ(~q)|(P JM)†P JM |ΦNZ(~q)〉 (6.11)
Norma
A continuacio´n, utilizando las propiedades definidas ma´s arriba (ec. 6.9)
desarrollamos la norma:











Por tanto, para calcular la norma se tiene que evaluar la siguiente expresio´n:
nNZ(~q,Ω) ≡ 〈ΦNZ(~q)|Rˆ(Ω)|ΦNZ(~q)〉 = nN(~q,Ω)nZ(~q,Ω) (6.13)
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e−iϕlτNτ 〈ΦNτ (~q)|Rˆ(Ω)eiϕlτ Nˆτ |ΦNτ (~q)〉 (6.14)
donde se han usado las propiedades de los proyectores a buen nu´mero de
part´ıculas y que el operador de rotaciones conmuta con los operadores nu´me-
ro. Adema´s, se han desarrollado las expresiones para PN y PZ (ec. 5.11) y
tenido en cuenta la factorizacio´n de la funcio´n de onda producto en los cana-
les de isosp´ın (ec. 5.15). Por u´ltimo, el solape 〈ΦNτ (~q)|Rˆ(Ω)eiϕlτ Nˆτ |ΦNτ (~q)〉
se puede calcular utilizando la fo´rmula de Onishi (ve´ase el ape´ndice A, ec.
A.25). Veremos ma´s adelante que estas expresiones se simplifican considera-
blemente cuando se tienen en cuenta las simetr´ıas autoconsistentes impuestas
a las funciones de onda de tipo producto |Φ(~q)〉.
Hamiltoniano
Ahora vamos a desarrollar el numerador de la ecuacio´n de la energ´ıa
proyectada (ec. 6.11). Para ello tenemos en cuenta que los te´rminos inde-
pendientes de la densidad del hamiltoniano conmutan con el operador de
rotaciones con lo que se tiene que:










Adema´s, se puede demostrar que con la prescripcio´n de la densidad espacial
que se usa en este trabajo (sec. 6.1.3), el te´rmino dependiente de la densidad
tambie´n se expresa igualmente como en la ecuacio´n (ec. 6.15) [4].
El elemento de matriz hNZ(~q,Ω) ≡ 〈Φ(~q)|HˆRˆ(Ω)PNPZ |Φ(~q)〉 que apare-
ce en la integral (ec. 6.15) se calcula de manera equivalente a la expresio´n




= eNZCin(~q,Ω) + e
NZ













































































yN(~q,Ω, ϕlN ) (6.19)
donde se han definido la matriz densidad y los tensores de apareamiento
generalizados (ecs. A.32, A.33, A.34) as´ı como los campos de Hartree-Fock y
apareamiento (ecs. B.49,B.50).
ρ10,Nτll′ (~q,Ω, ϕlNτ ) =
(





κ10,Nτll′ (~q,Ω, ϕlNτ ) =
(



















k′k (~q,Ω, ϕlNτ ) (6.23)
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kk′ (~q,Ω, ϕlNτ ) (6.24)






e−iϕlNτ Nτρ10,Nτll′ (~q,Ω, ϕlNτ )n
Nτ (~q,Ω, ϕlNτ )
(6.25)
Por u´ltimo, se han definido las siguientes cantidades (ec. A.15):
T22(~q,Ω, ϕlNτ ) = V
T (~q)eiϕlNτ R(Ω)V ∗(~q) + UT (~q)e−iϕlNτ R∗(Ω)U∗(~q) (6.26)
yNτ (~q,Ω, ϕlNτ ) =
e−iϕlNτ Nτ 〈ΦNτ (~q)|Rˆ(Ω)eiϕlτ Nˆτ |ΦNτ (~q)〉∑L
lNτ=1
e−iϕlNτ Nτ 〈ΦNτ (~q)|Rˆ(Ω)eiϕlτ Nˆτ |ΦNτ (~q)〉
(6.27)
Como resumen diremos que la energ´ıa proyectada simulta´neamente a buen





















6.1.3. Te´rmino dependiente de la densidad
Como se comento´ en el cap´ıtulo anterior, la densidad espacial que aparece
expl´ıcitamente en las interacciones de Skyrme o Gogny (ecs. 3.4, 3.7) no
esta´ un´ıvocamente determinada en las teor´ıas proyectadas y se debe elegir
una prescripcio´n que cumpla una serie de requisitos [4]. En primer lugar este




Por otro lado, la energ´ıa tiene que ser una magnitud real. En este trabajo
se usa para la densidad espacial la prescripcio´n proyectada en el nu´mero de
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En la referencia [4] se demuestra que la prescripcio´n definida por la ecuacio´n
anterior cumple los dos requisitos mencionados anteriormente. La prescrip-
cio´n de una densidad completamente proyectada tanto al nu´mero de part´ıcu-
las como a buen momento angular tambie´n cumple las dos condiciones men-
cionadas. Sin embargo, para el caso de restauracio´n de simetr´ıas espaciales,
se ha demostrado que dicha prescripcio´n conduce a resultados por completo
erro´neos [12].
6.1.4. Simetr´ıa axial
La restauracio´n de la simetr´ıa rotacional requiere del ca´lculo de la integral
triple definida en los a´ngulos de Euler. Esto resulta muy costoso desde el
punto de vista computacional y por ello se emplean restricciones que hacen
que el ca´lculo sea realizable. La ma´s habitual consiste en considerar que las
funciones de onda de tipo producto cumplen la simetr´ıa axial:
Jˆz|Φ(~q)〉 = 0; e−iαJˆz |Φ(~q)〉 = |Φ(~q)〉 (6.31)
Esta condicio´n simplifica en gran medida las fo´rmulas de la proyeccio´n a
buen momento angular ya que permite hacer las integrales en los a´ngulos
(α, γ) anal´ıticamente. Adema´s, normalmente se consideran otras simetr´ıas
autoconsistentes en los estados de tipo producto como la paridad (Πˆ) o la
simetr´ıa simplex (Πˆ1):
Πˆ|Φ(~q)〉 = |Φ(~q)〉 (6.32)
Πˆ1|Φ(~q)〉 = Πˆe−ipiJˆx|Φ(~q)〉 = |Φ(~q)〉 (6.33)
En el ape´ndice B se realizan en detalle las simplificaciones que estas restriccio-
nes suponen. La norma y la energ´ıa proyectada a buen nu´mero de part´ıculas
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donde dJKK′(β) son las funciones de Wigner reducidas [10].
6.1.5. Me´todos de proyeccio´n a buen momento angular
Dependiendo del me´todo variacional con el que se hallen la funciones de
onda de tipo producto |Φ(~q)〉 y los coeficientes aJK que definen las funciones
de onda proyectadas (ec. 6.10) se tendra´n mejores o peores aproximaciones
a la solucio´n exacta del problema. En esta seccio´n se van a comentar las
limitaciones de tipo computacional que surgen en el marco de la proyeccio´n
a buen momento angular en contraste con la restauracio´n de la simetr´ıa del
nu´mero de part´ıculas que se vio en el cap´ıtulo anterior. Para ello se descri-
bira´n los me´todos de variacio´n despue´s de la proyeccio´n (VAPJ) y proyeccio´n
despue´s de la variacio´n (PAVJ) a buen momento angular con las funciones
de onda definidas en la expresio´n (ec. 6.10). Adema´s, dentro de estos u´ltimos
se discutira´ la restauracio´n de la simetr´ıa rotacional sin la proyeccio´n a buen
nu´mero de part´ıculas, ya que dicho me´todo ha sido ampliamente usado con
la interaccio´n de Gogny [2, 3, 4, 5].
Me´todo VAPJ
En este caso se minimiza la energ´ıa proyectada para cada valor del mo-
mento angular J usando como para´metros variacionales tanto los coeficien-
tes de la transformacio´n de HFB (U, V ) que definen las funciones de onda
intr´ınsecas como los coeficientes aJK en el desarrollo dado por la expresio´n












Hˆ − EJ ;NZ
)
P JKK′P







Hˆ − EJ ;NZ
)
P JKK′P
NPZ |Φ〉 = 0
(6.36)
Es evidente que este me´todo requiere un esfuerzo computacional formidable
ya que implica un aumento del nu´mero de ecuaciones variacionales y requie-
re de una proyeccio´n triaxial completa para cada valor del momento angular
J . Lamentablemente este me´todo esta´ fuera del alcance de las capacidades
actuales de ca´lculo con interacciones fenomenolo´gicas efectivas (Gogny, Skyr-
me, relativistas) en espacios de configuracio´n grandes. En el caso de tener
funciones de onda con simetr´ıa axial el me´todo se simplifica, aunque de nuevo
el coste computacional sigue siendo muy grande.
1Para simplificar la notacio´n suponemos que no se constrin˜e el ca´lculo a los para´metros
{~q}
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Me´todos PAVJ y RVAPJ
En el me´todo de proyeccio´n a buen momento angular despue´s de la va-
riacio´n, las funciones de onda intr´ınsecas |Φ(~q)〉 se obtienen minimizando la
energ´ıa a nivel de campo medio (HFB, LN) o a nivel de la proyeccio´n a buen
nu´mero de part´ıculas (VAP) como en los me´todos comentados en el cap´ıtulo
anterior. So´lo posteriormente se evalu´a la energ´ıa proyectada con la expresio´n
(ec. 6.28). Los coeficientes del desarrollo aJK se hallan variacionalmente como
en el caso VAPJ descrito ma´s arriba aunque, obviamente, la variacio´n en la






Hˆ − EJ ;NZ
)
P JKK′P
NPZ |Φ〉 = 0 (6.37)
Sin embargo, si los ca´lculos se realizan con funciones de onda axialmente
sime´tricas (sec. 6.1.4) esta variacio´n es innecesaria ya que los coeficientes
esta´n ya determinados por la normalizacio´n de la funcio´n de onda, con lo
que la energ´ıa proyectada simulta´neamente a buen nu´mero de part´ıculas y
momento angular se obtiene directamente evaluando la expresio´n (ec. 6.35).
De manera equivalente al caso de la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıcu-
las, tambie´n se pueden hacer aproximaciones a la energ´ıa VAPJ mediante los
me´todos de variacio´n despue´s de la proyeccio´n restringida (RVAPJ). En es-
te caso se exploran las superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen
momento angular definidas en las direcciones ma´s relevantes {~q}, que sue-
len ser las deformaciones colectivas con un orden multipolar ma´s bajo. De
hecho, en pra´cticamente todos los ca´lculos con proyeccio´n a buen momento
angular con interacciones efectivas hechos hasta el momento, so´lo se explo-
ra la superficie proyectada en el grado de libertad cuadrupolar axial q20 (o,
equivalentemente, la deformacio´n β). Esto se debe a que, en principio, la
deformacio´n cuadrupolar es el grado de libertad ma´s importante en relacio´n
con la restauracio´n de la simetr´ıa rotacional [11]. En la seccio´n (sec. 6.1.6)
se mostrara´n superficies de energ´ıa potencial definidas a lo largo de q20 estu-
diando, a modo de ejemplo, el nu´cleo 54Cr visto en el cap´ıtulo anterior.
En la primera implementacio´n de la restauracio´n de la simetr´ıa rotacional
hecha con la interaccio´n de Gogny se proyectaban funciones de onda de tipo
HFB a buen momento angular y no se inclu´ıa la proyeccio´n a buen nu´mero
de part´ıculas [2, 3, 4, 5]. Por tanto, en tal caso las expresiones que se han
presentado aqu´ı se simplifican imponiendo directamente que los proyectores
correspondientes sean iguales a la identidad (PNτ = 1 o´ ϕτ = 0). Con esta
aproximacio´n, obviamente se pierden las correlaciones de apareamiento ma´s
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alla´ de campo medio que se obtienen con la restauracio´n de la simetr´ıa del
nu´mero de part´ıculas. Adema´s, las funciones de onda as´ı construidas no tie-
nen en promedio el nu´mero de part´ıculas correcto, ya que esta condicio´n se
impone en las funciones de onda producto y no en las proyectadas:
NJτ (~q) =
〈ΦJ(~q)|Nˆτ |ΦJ(~q)〉
〈ΦJ(~q)|ΦJ(~q)〉 = Nτ ± δNτ (6.38)
En tales casos se asume que las desviaciones δNτ son pequen˜as y se an˜ade




NJ(~q)−N)− λZ(~q) (ZJ(~q)− Z) (6.39)
donde N,Z son el nu´mero de neutrones y protones correcto y λN(~q), λZ(~q)
los multiplicadores de Lagrange obtenidos en el ca´lculo de HFB.
6.1.6. Estudio de las superficies de energ´ıa potencial
proyectadas a N,Z, J
Para ilustrar los principales aspectos de la proyeccio´n simulta´nea a buen
nu´mero de part´ıculas y momento angular, en este apartado se estudian las
superficies de energ´ıa potencial proyectadas a lo largo de la direccio´n (q20)
para el nu´cleo 54Cr. Como en el cap´ıtulo anterior, los ca´lculos se realizan con
la interaccio´n de Gogny D1S en un espacio de configuracio´n de once capas
de oscilador.
En la figura 6.1 se representa la energ´ıa proyectada a buen nu´mero de
part´ıculas (l´ıneas discontinuas) y a distintos valores del momento angular J
(ec. 6.35). Asimismo, en el panel inferior de la figura se muestran las normas
proyectadas (ec. 6.34), todo ello en funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar
axial q20. Como vimos en el cap´ıtulo anterior, las funciones de onda intr´ınsecas
de tipo producto se pueden hallar con distintas aproximaciones dependiendo
del funcional que se minimice (HFB, LN, RVAP, VAP). En este caso repre-
sentamos los resultados usando funciones de onda HFB (fig. 6.1(a),(d)), LN
(fig. 6.1(b),(e)) y VAP (fig. 6.1(c),(f)). Como se ve en la figura, el efecto de
la restauracio´n de la simetr´ıa rotacional es notable as´ı como las diferencias
entre los distintos me´todos.
En primer lugar observamos que aparecen distintas curvas que se corres-
ponden con los distintos valores del momento angular. Para J = 0 se consigue
la mayor ganancia de energ´ıa, como corresponde a un nu´cleo par-par. Esta
energ´ıa de correlacio´n, que se obtiene al restaurar la simetr´ıa rotacional, se
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Figura 6.1: Norma y energ´ıa (normalizada) proyectadas simulta´neamente a
buen nu´mero de part´ıculas y momento angular (J = 0 azul, J = 2 rojo, J = 4
verde y J = 6 magenta) en funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar axial q20
con funciones de onda intr´ınsecas (a)-(d) HFB, (b)-(e) LN y (c)-(f) VAP
para el nu´cleo 54Cr. En l´ınea discontinua se muestra la superficie proyectada
a buen nu´mero de part´ıculas en cada caso, PAV (HFB), PLN(LN) y VAP.
Las curvas de energ´ıa esta´n normalizadas al valor del mı´nimo de la superficie
con J = 0 calculada con funciones de onda VAP.
estima a partir de las diferencias entre las energ´ıas de los mı´nimos corres-
pondientes a las curvas proyectadas so´lo a buen nu´mero de part´ıculas y las
superficies con J = 0. Las ganancias son aproximadamente 2.3, 3.0 y 2.7 MeV
para los me´todos HFB (PAV), LN (PLN) y VAP respectivamente. Adema´s,
los mı´nimos oblado y prolado de la superficie sin proyectar a momento an-
gular (linea discontinua) aparecen en las curvas proyectadas a J = 0, 2, 4, 6
desplazados.
Por otra parte, tambie´n se observan diferencias significativas entre los
resultados obtenidos con funciones HFB, LN y VAP. Ya a simple vista se
aprecia que las superficies proyectadas a buen nu´mero de part´ıculas y mo-
mento angular (J = 0, 2, 4) con funciones de onda de HFB presentan una
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estructura de dos mı´nimos entre 0.5 ≤ q20 ≤ 1.5 (b) (fig. 6.1(a)), mien-
tras que so´lo aparece un mı´nimo en los casos LN y VAP proyectados (g.
6.1(b)-(c)). Adema´s, en estos u´ltimos casos el mı´nimo prolado esta´ ma´s bajo
en energ´ıa que el oblado (≈1.2 MeV con el me´todo LN y ≈2 MeV con el
VAP), mientras que en el primero se tienen dos mı´nimos casi degenerados
en el lado prolado y oblado. Estas diferencias se deben a las correlaciones
de apareamiento que, como ve´ıamos en el cap´ıtulo anterior, se anulan en la
aproximacio´n HFB alrededor de q20 = 1.2 (b). Como consecuencia, se obtiene
esa estructura espuria en la energ´ıa (fig. 6.1(a)).
No obstante, las diferencias no so´lo se limitan a los resultados HFB sino
que tambie´n se observan diferencias notables entre la proyeccio´n a buen mo-
mento angular de las superficies LN y VAP (fig. 6.1(b)-(c)). En estos casos
vemos que la distancia relativa alrededor de los mı´nimos entre las curvas pro-
yectadas es menor en el caso VAP que en el LN (espectro ma´s comprimido).
Adema´s, para J = 0 las barreras y las diferencias de energ´ıas entre los mı´ni-
mos tambie´n son distintas en ambos casos. As´ı, en el ca´lculo con funciones
VAP se tiene una barrera de potencial de alrededor de 6 MeV entre el mı´ni-
mo absoluto prolado (q20 = 1.2 b) y el mı´nimo oblado (q20 = −0.8 b), y las
energ´ıas correspondientes a dichos mı´nimos difieren entre s´ı 2 MeV (figura
6.1(a)). Sin embargo, para el caso con funciones de onda LN se tiene una
diferencia de energ´ıa entre los mı´nimos de alrededor de 1.2 MeV separados
por una barrera de 5.5 MeV. Como se vera´ ma´s adelante, estas diferencias
afectara´n tambie´n a los ca´lculos con el generador de coordenadas, ya que la
topolog´ıa de las superficies de energ´ıa potencial determina en gran medida
la forma de las funciones de onda colectivas.
Las figuras (6.1(a)-(c)) muestran adema´s que el caso q20 = 0 es espe-
cial. Por un lado, con la proyeccio´n a buen momento angular con J = 0 no se
obtiene ganancia de energ´ıa, mientras que para los estados excitados J > 0
se tiene una discontinuidad. Este hecho se puede inferir del panel inferior de
la figura 6.1, donde se representan las normas proyectadas para los distintos
valores de J en funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar. El valor de esta nor-
ma representa el cuadrado del coeficiente del desarrollo en autofunciones de





→ NNZ;J(q20) = 〈Φ(q20)|P JMPNPZ |Φ(q20)〉 = |aNZ;JM |2 (6.40)
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Es decir, con esta cantidad expresamos si es posible construir autoestados
con valores determinados de (N,Z, J) a partir del estado producto. Cuando
estas normas sean cero (o muy pro´ximas a cero) sera´ imposible obtener tales
autoestados a partir de esa funcio´n de onda intr´ınseca. Eso es precisamente lo
que ocurre en q20 = 0 para los valores de momento angular distintos de cero y
se debe a que el estado intr´ınseco es esfe´rico (sus momentos multipolares ma´s
altos tambie´n son pequen˜os). Por tanto, mediante las combinaciones lineales
de las posibles rotaciones de ese estado, es decir, proyectando el estado, so´lo
se podra´n obtener de nuevo funciones esfe´ricas (con J = 0). Para el resto de
valores de la deformacio´n cuadrupolar se obtienen unas normas que permiten
la proyeccio´n a otros valores de momento angular.
Adema´s, vemos de nuevo el efecto del colapso de las correlaciones de apa-
reamiento en la figura (fig. 6.1(d)) donde se aprecia un aumento de la norma
entre 0.5 (b) ≤ q20 ≤ 1.5 (b). Ello se debe a que, en tales casos, se tienen auto-
estados simulta´neamente de los operadores Nˆ , Zˆ ya a nivel de campo medio,
y la probabilidad de obtener estados con ese nu´mero de part´ıculas concreto
cuando se proyecta es la unidad, como se vio en la figura (fig. 5.10(b)).
Para completar el ana´lisis de las superficies de energ´ıa potencial pro-
yectadas a buen momento angular, representamos en la figura (fig. 6.2) los
resultados correspondientes a la restauracio´n de la simetr´ıa rotacional con
funciones de onda HFB sin proyectar a buen nu´mero de part´ıculas (ec. 6.39).
De nuevo vemos que existen diferencias apreciables entre las superficies de
energ´ıa proyectadas calculadas con este me´todo y las mostradas con el me´to-
do VAP (fig. 6.1(c)). Adema´s, mientras que en este u´ltimo todas las curvas
tienen el valor correcto del nu´mero de protones y de neutrones (Z = 24,
N = 30), en las figuras (fig. 6.2(c)-(d)) vemos que existen fluctuaciones en el
valor proyectado del nu´mero de part´ıculas. So´lo en las regiones de q20 donde
la funcio´n de onda producto no rompe la simetr´ıa del nu´mero de part´ıculas
se tiene el valor correcto. Sin embargo, en esas zonas no se incluyen corre-
laciones de apareamiento. Por tanto, la aproximacio´n que aqu´ı se propone
(proyeccio´n simulta´nea a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular con
funciones de onda VAP) supone una mejora metodolo´gica sustancial con res-
pecto a la restauracio´n de la simetr´ıa rotacional con la interaccio´n de Gogny
hecha anteriormente [2, 3, 4, 5].
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Figura 6.2: (a) Energ´ıa (normalizada), (b) norma, (c) nu´mero de protones
y (d) nu´mero de neutrones, calculados con funciones de onda proyectadas
a buen momento angular (J = 0 azul, J = 2 rojo, J = 4 verde y J = 6
magenta) en funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar axial q20 con funciones
de onda intr´ınsecas HFB para el nu´cleo 54Cr. Las curvas de energ´ıa esta´n
normalizadas al valor del mı´nimo de la superficie con J = 0 calculada con
funciones de onda VAP.
6.2. Conceptos generales del me´todo GCM
La funcio´n de onda resultante de la proyeccio´n simulta´nea a buen nu´me-
ro de part´ıculas y momento angular contiene importantes correlaciones ma´s
alla´ del campo medio que provienen de la restauracio´n de las simetr´ıas del
hamiltoniano. En esta seccio´n veremos que se pueden incluir ma´s correlacio-
nes asociadas a las fluctuaciones cua´nticas en los para´metros colectivos como,
por ejemplo, las deformaciones. Esto se puede conseguir con el me´todo de la
coordenada generadora (sec. 4.2.1) o GCM. Como se menciono´ en el cap´ıtu-
lo 4, el GCM se basa en la mezcla de configuraciones para lograr funciones
de onda que se aproximen mejor a los estados exactos del hamiltoniano. En
nuestro caso, las funciones de onda que se mezclan para construir los estados
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GCM se obtienen a partir de la proyeccio´n simulta´nea a buen nu´mero de
part´ıculas y momento angular de estados producto intr´ınsecos, |Φ(~q)〉, que
dependen de una serie de variables colectivas {~q}. Estos u´ltimos se obtienen,
como ya se ha mencionado, con los me´todos HFB, LN o VAP con ligaduras.
Por tanto, se sigue un procedimiento variacional en el que las funciones de




donde a las variables {~q} se les suele llamar coordenadas generadoras o ge-
neratrices y fNZ;J ;σ(~q) son los u´nicos para´metros variacionales.
Vemos que este me´todo es muy general y que su e´xito depende en gran
medida tanto de la calidad del espacio de Hilbert reducido definido por los
estados proyectados {|ΦNZ;J(~q)〉} como de la eleccio´n de la coordenada gene-
radora. Normalmente, con este tipo de ca´lculos se esta´ interesado en estudiar
las correlaciones asociadas a las deformaciones intr´ınsecas del sistema y la
ma´s importante es la deformacio´n cuadrupolar. Adema´s, como la restauracio´n
de la simetr´ıa rotacional con interacciones efectivas so´lo se puede realizar de
momento con funciones de onda intr´ınsecas axiales, se escoge la deformacio´n
cuadrupolar axial como la coordenada generadora ({~q} = q20). No obstante,
la generalidad de este me´todo permite estudiar otros grados de libertad que
pueden ser ma´s relevantes en algu´n problema concreto como, por ejemplo, la
deformacio´n octupolar con funciones de onda HFB [13].
Con estas consideraciones se ha supuesto que el generador es unidimen-
sional, aunque de nuevo la ecuacio´n (ec. 6.41) es mucho ma´s general. Sin
embargo, como se vera´ a continuacio´n, la inclusio´n de ma´s coordenadas gene-
radoras, aunque en algunos casos puede resultar muy conveniente, implicar´ıa
un coste computacional muy grande.
6.2.1. Ecuacio´n de Hill-Wheeler-Griffin
Siguiendo las expresiones que se comentaron en el cap´ıtulo 4, la minimiza-
cio´n de la energ´ıa con las funciones de onda prueba GCM (ec. 6.41) conduce
a una ecuacio´n de autovalores generalizada conocida como la ecuacio´n de
Hill-Wheeler-Griffin (ec. 4.25) [14, 15]. En este caso sera´:∫ (








20 = 0 (6.42)
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donde se ha definido la energ´ıa como:
ENZ;J ;σ =
∫
fNZ;J ;σ∗(q20)HNZ;J(q20, q′20)fNZ;J ;σ(q′20)dq20dq′20∫
fNZ;J ;σ∗(q20)NNZ;J(q20, q′20)fNZ;J ;σ(q′20)dq20dq′20
(6.43)
y los solapes de la norma y del hamiltoniano proyectados a buen nu´mero de
part´ıculas y momento angular:
NNZ;J(q20, q′20) = 〈ΦNZ;J(q20)|ΦNZ;J(q
′
20)〉 (6.44)
HNZ;J(q20, q′20) = 〈ΦNZ;J(q20)|Hˆ|ΦNZ;J(q
′
20)〉 (6.45)
La manera en la que se calculan estos solapes se detalla los ape´ndices A-B y
es una generalizacio´n del ca´lculo que se ha mencionado en la seccio´n anterior.
El procedimiento usual para resolver la ecuacio´n de Hill-Wheeler-Griffin
(ec. 6.52) consiste en transformar el problema en una ecuacio´n de autovalores
normal [9]. Para ello, se construyen a partir de los autovectores de la matriz
de los solapes de la norma unos estados ortonormales en los que se desarrolla
la funcio´n de onda prueba dada por la expresio´n (ec. 6.41). A estas nuevas















Estos estados son ortonormales por construccio´n. Debido a que las funciones
de onda proyectadas |ΦNZ;J(q20)〉 no son ortogonales, habra´ autovalores nNZ;Jk
de la matriz de los solapes de la norma que sera´n cero, por lo que no se deben
tener en cuenta en la construccio´n de los estados naturales. Como se vera´ en
la seccio´n (sec. 6.2.3), se puede estudiar la convergencia de las soluciones
a medida que se incluyen estados naturales con autovalor de la norma ma´s





gNZ;J ;σk |kNZ;J〉 (6.48)
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Con estas consideraciones, la ecuacio´n de Hill-Wheeler-Griffin se escribe fi-
nalmente como una ecuacio´n de autovalores usual:∑
k′,nNZ;J
k′ 6=0















Por tanto, resolviendo la ecuacio´n (ec. 6.49) obtenemos las energ´ıas ENZ;J ;σ y
los coeficientes gNZ;J ;σk que determinan las funciones de onda GCM. Con estos
u´ltimos se pueden determinar los valores esperados de cualquier operador
entre funciones de onda GCM, incluyendo los operadores asociados con las
transiciones electromagne´ticas (ve´anse los ape´ndices B-C). Adema´s, se puede







El cuadrado de esta expresio´n tiene el significado de la densidad de probabi-
lidad de encontrar el sistema con una deformacio´n intr´ınseca q20, con lo que
es muy u´til a la hora de interpretar f´ısicamente los estados finales.
Al igual que se comento´ en un apartado anterior (sec. 6.1.5), la prime-
ra implementacio´n del me´todo de la coordenada generadora con funciones
de onda proyectadas a buen momento angular con la interaccio´n de Gogny
no inclu´ıa la restauracio´n de la simetr´ıa del nu´mero de part´ıculas [4]. Por
tanto, la funcio´n de onda GCM, definida por la expresio´n (ec. 6.41) con
PN = PZ = 1, no es ni autoestado de los operadores nu´mero ni tiene el valor
promedio correcto. Para corregir parcialmente estos efectos, la ecuacio´n de
Hill-Wheeler-Griffin se modifica, quedando [18]:∫ [








20 = 0 (6.52)
con
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donde λ¯N , λ¯Z son los promedios de los multiplicadores de Lagrange obtenidos
a nivel de campo medio.
6.2.2. Te´rmino dependiente de la densidad
Como en los casos anteriores, se tiene que escoger una prescripcio´n de la
densidad espacial que satisfaga las condiciones de invariancia bajo rotaciones
y de realidad para la energ´ıa calculada a partir de dicha densidad. En este
caso se elige de nuevo la prescripcio´n proyectada a buen nu´mero de part´ıculas
y mixta en la proyeccio´n a buen momento angular. Basa´ndonos en el teorema
de Wick se puede extender la definicio´n dada en la expresio´n (ec. 6.30) a los










A continuacio´n analizamos el nu´cleo 54Cr como ejemplo de aplicacio´n del
me´todo del generador de coordenadas estudiado en las secciones preceden-
tes. En las implementaciones pra´cticas del GCM, la coordenada generadora
continua q20 se discretiza en un conjunto de puntos {qi20}i=1,...,NGCM . Por tan-
to, las expresiones integrales se sustituyen por sumas y todo el ca´lculo se
convierte en un problema de diagonalizacio´n de matrices finitas. En el ejem-
plo del 54Cr que presentamos en esta seccio´n se ha usado una malla con
NGCM = 36 puntos equiespaciados en un intervalo de deformacio´n cuadru-
polar q20 ∈ [−2.2, 4.8] (b). De nuevo se ha usado la interaccio´n de Gogny
D1S y un espacio de configuracio´n de once capas de oscilador.
En primer lugar, se construyen los solapes de la norma y del hamilto-
niano proyectados a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular. En la
figura 6.3 representamos las matrices correspondientes a dichos solapes cal-
culados con funciones de onda intr´ınsecas VAP. Los elementos diagonales de
dichas matrices se corresponden con las normas y las superficies de energ´ıa
potencial proyectadas que se representan en la figura 6.1(c),(f). Adema´s, esta
figura muestra la relevancia de los elementos fuera de la diagonal. Para J = 0
la norma tiene un ma´ximo en el punto (q20, q
′
20) = (0, 0) (b) y decae de forma
suave con cierta asimetr´ıa ya que se tiene una disminucio´n ma´s significativa
en el lado oblado que en el prolado. Para J = 2 (y superiores) la norma se
caracteriza por tener un valor nulo en las direcciones (q20, q
′





20) = (q20, 0) debido a la esfericidad de alguno de los estados intr´ınsecos.
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Figura 6.3: Matrices de solapes de la norma (panel de la izquierda) y de
la energ´ıa (panel de la derecha) proyectadas a buen nu´mero de part´ıculas y
momento angular (J = 0 panel superior, J = 2 panel inferior) calculadas con
funciones de onda intr´ınsecas VAP en el nu´cleo 54Cr. Las curvas de energ´ıa
esta´n normalizadas al valor del mı´nimo de la diagonal con J = 0. Las curvas
de nivel se diferencian en 0.01 unidades en el caso de la norma y de 1 MeV
en el caso de la energ´ıa.
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Esto se refleja en el solape del hamiltoniano en las bandas de color amarillo
del panel inferior derecho de la figura 6.3, donde el ca´lculo de la energ´ıa carece
de sentido. Adema´s, aparecen en la norma con J = 2 ma´ximos en las regiones
oblado-oblado (-1 (b)≤ q20 ≤ −0.5 (b)) y prolado-prolado (0.5 (b)≤ q20 ≤ 1.5
(b)), as´ı como mı´nimos en la regio´n oblado-prolado (q20, q
′
20) ≈ (−0.5, 0.5)
(b).
Estos resultados indican que las aproximaciones basadas en una depen-
dencia gaussiana de los solapes de la norma (Gaussian Overlap Approxima-
tion, GOA) [16] no se pueden aplicar para J 6= 0. Incluso para el solape con
J = 0 la GOA esta´ndar tampoco resulta ser adecuada, aunque con ciertas
modificaciones se consiguen buenas aproximaciones para este solape calculan-
do so´lo unas pocas diagonales [17]. No obstante, en este trabajo se calculara´n
exactamente todos los solapes.
A continuacio´n, se diagonalizan las matrices de los solapes de la nor-
ma (ec. 6.47) para construir los estados naturales (ec. 6.46). Debido a la
dependencia lineal que existe entre los estados proyectados {|ΦNZ;J(q20〉},
hay autoestados de la norma que se anulan. Por tanto, existe un nu´mero
ma´ximo de estados naturales para cada J que se pueden extraer del conjun-
to no ortonormal original. Este nu´mero ma´ximo es menor que el nu´mero de
estados (NGCM) y se escoge imponiendo un valor umbral para el autovalor
ma´s pequen˜o en la norma. Adema´s, el me´todo converge si se observa un pla-
teau en la energ´ıa calculada en funcio´n del nu´mero de autovalores de la norma
que entran en la definicio´n de los estados naturales (los nNZ;Jk de la ecuacio´n
6.46), cuando dichos autovalores se ordenan de mayor a menor [18, 19]. En
la figura (fig. 6.4(a)-(b)) se muestran las energ´ıas yrast (σ = 0) calculadas
con el me´todo del generador de coordenadas en funcio´n del nu´mero de au-
tovalores as´ı como el logaritmo decimal de dichos autovalores de la matriz
de los solapes de la norma correspondientes (fig. 6.4(c)-(d)). En el panel de
la izquierda (derecha) se representa el resultado obtenido con funciones de
onda intr´ınsecas que provienen del me´todo LN (VAP).
En primer lugar, notamos que los autovalores de la norma decrecen ex-
ponencialmente tanto en el caso LN como en el VAP. En cuanto a la conver-
gencia del me´todo, en la figura (fig. 6.4(a)-(b)) se muestran los plateaus de la
energ´ıa en funcio´n del nu´mero de autovalores de la norma. Por un lado, vemos
que para los estados excitados se tienen plateaus ma´s extensos, alcanza´ndose
antes la dependencia lineal en J = 0;σ = 0 que en el resto de momentos
angulares. Lo mismo ocurre si comparamos los resultados con funciones de
onda intr´ınsecas VAP y los obtenidos con las funciones LN. Es decir, se al-
canza la dependencia lineal de la base natural antes en el u´ltimo caso que
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Figura 6.4: Energ´ıa GCM en funcio´n del nu´mero de autovalores de la norma,
ordenados de mayor a menor, que se usan en la base natural calculados para
distintos valores del momento angular (J = 0;σ = 0 azul, J = 2;σ = 0
rojo, J = 4;σ = 0 verde y J = 6;σ = 0 magenta) y con funciones de onda
intr´ınsecas que se proyectan simulta´neamente a buen nu´mero de part´ıculas y
momento angular (a) LN y (b) VAP. En el panel inferior (c)-(d) se muestra el
logaritmo decimal de los autovalores de la matriz de los solapes de la norma
correspondientes a cada caso.
en el primero. Esto se debe principalmente a que se tienen autovalores de
la norma mayores con momentos angulares J 6= 0, y, para un mismo valor
del momento angular, los autovalores de la norma VAP son mayores que los
correspondientes a la norma LN. En cualquier caso, lo ma´s importante es
que en todos los casos se obtiene la condicio´n de plateau, que determina la
convergencia del me´todo, y no tanto la longitud de los mismos.
En la figura (fig. 6.5) se muestra el resultado final del ca´lculo con el
me´todo del generador de coordenadas para el nu´cleo 54Cr. En esta figura
se observan los espectros obtenidos mediante la resolucio´n de la ecuacio´n de
Hill-Wheeler-Griffin con funciones de onda intr´ınsecas LN (fig. 6.5(a)) y VAP
(fig. 6.5(b)). Aqu´ı se muestran tanto los niveles ma´s bajos con un momento
angular dado (banda yrast, σ = 0) como para los siguientes excitados (banda
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Figura 6.5: Espectro de excitacio´n calculado con el me´todo del generador de
coordenadas con funciones de onda intr´ınsecas (a) LN y (b) VAP, para el
nu´cleo 54Cr. Adema´s, se muestran las superficies de energ´ıa potencial pro-
yectadas a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular en funcio´n de la
deformacio´n cuadrupolar axial. Los puntos calculados se situ´an en el valor
medio de la deformacio´n cuadrupolar. El origen de las energ´ıas es el valor del
estado fundamental 00 calculado con el me´todo GCM con funciones VAP.
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yrare, σ = 1). Adema´s, para facilitar la interpretacio´n f´ısica de estos estados,
los niveles se representan en funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar axial y




As´ı, tanto en el caso LN como en el VAP se observa una banda yrast pro-
lada con una deformacio´n bastante similar en los estados Jσ = 00, 20, 40, 60
de aproximadamente q20 = 1.2 (b). Adema´s, en el resultado con funciones
de onda VAP tambie´n se observa una banda yrare oblada con una deforma-
cio´n −0.5 (b) en los estados Jσ = 01, 21, 41. Sin embargo, en el caso LN no
se observa dicha banda oblada y los estados dichos tienen una deformacio´n
promedio cercana a q20 = 0 (b) para Jσ = 01 y ligeramente oblada y prolada
en los estados Jσ = 21 y Jσ = 41 respectivamente.
Aqu´ı no se acaban las diferencias entre los me´todos LN y VAP. En la figu-
ra (fig. 6.5) las energ´ıas esta´n normalizadas al valor de la energ´ıa del estado
00 calculado con funciones de onda intr´ınsecas VAP. Con esta normalizacio´n
se aprecia que la diferencia entre los estados fundamentales calculados con
unas u otras funciones de onda es de ≈ 1.3 MeV que provienen principal-
mente de las correlaciones de apareamiento que se consiguen con el me´todo
VAP. Por otra parte, se aprecia que la energ´ıa de correlacio´n conseguida con
la mezcla de configuraciones con respecto a la energ´ıa proyectada, estima-
da a partir de la energ´ıa en los mı´nimos de las superficies proyectadas, es
≤ 0.7 MeV, siendo mayor en el estado fundamental que en los estados con
Jσ = 20, 40, 60. Adema´s, en este caso, dicha ganancia en energ´ıa es pra´ctica-
mente independiente de las funciones de onda intr´ınsecas que se usen (LN o
VAP). No obstante, en la figura se puede apreciar que el espectro calculado
con las funciones de onda VAP esta´ ma´s comprimido. Este efecto ya se apre-
ciaba a nivel de la proyeccio´n a buen momento angular (ve´ase la figura (fig.
6.1)) y el GCM lo mantiene.
El grado de mezcla de los estados calculados con el me´todo de la coor-
denada generadora se puede visualizar representando las funciones de onda
colectivas (ec. 6.51). Estas funciones resultan muy u´tiles para interpretar
f´ısicamente dichos estados y esta´n representadas en la figura (fig. 6.6) pa-
ra los casos analizados anteriormente. Vemos que en los estados con σ = 0
pra´cticamente todas la funciones de onda se localizan en la regio´n prolada
y los ma´ximos se situ´an en una deformacio´n que coincide con la posicio´n
del mı´nimo de la superficie de energ´ıa potencial proyectada correspondiente.
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Adema´s, se distingue otro ma´ximo oblado mucho menor cerca de la posicio´n
del mı´nimo oblado del potencial. Para Jσ = 00 este ma´ximo es ma´s apreciable
y por ello el valor promedio de la deformacio´n en esos estados esta´ ligeramen-
te desplazado, como se ve en la figura (fig. 6.5). Para los primeros estados
excitados (σ = 1) se observa que en el caso VAP las funciones de onda se
localizan en la parte oblada, coincidiendo de nuevo los ma´ximos con los mı´ni-
mos de los pozos de potencial, excepto para el estado 01. Sin embargo, en
el ca´lculo con funciones de onda de LN se observa que existe cierta mezcla
entre las configuraciones oblada y prolada que produce el espectro mostrado
en la figura (fig. 6.5).
























































Figura 6.6: Funciones de onda colectivas (ec. 6.51) de los niveles yrast (li-
neas continuas) y yrare (lineas de puntos) calculadas con funciones de on-
da intr´ınsecas VAP (panel superior) y LN (panel inferior) en funcio´n de la
deformacio´n cuadrupolar intr´ınseca q20 para el nu´cleo
54Cr. Adema´s, se re-
presentan las superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen nu´mero
de part´ıculas y momento angular (lineas discontinuas). Los valores de las
energ´ıas esta´n normalizados al valor del estado fundamental 00 calculado con
el me´todo GCM con funciones VAP.
perimentales para la banda yrast en la figura 6.7. En primer lugar, el me´todo
del generador de coordenadas con funciones de onda VAP se aproxima mejor
al resultado emp´ırico que el LN. No obstante, observamos que los espectros
teo´ricos aparecen ma´s estirados que el experimental. Este efecto es gene-
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Figura 6.7: Energ´ıas de excitacio´n de la banda yrast calculadas con el me´todo
GCM con funciones de onda intr´ınsecas VAP (c´ırculos azules) y LN (c´ırculos
rojos) comparadas con los datos experimentales (c´ırculos negros) [20] para el
nu´cleo 54Cr.
ral en los ca´lculos hechos con el generador de coordenadas con funciones de
onda intr´ınsecas axiales y se debe principalmente a la ausencia del grado
de libertad triaxial. Adema´s, la mezcla de estados intr´ınsecos con diferentes
componentes de K 6= 0 para construir el estado proyectado a buen momen-
to angular es ma´s importante a medida que crece el valor de J . Por otra
parte, los momentos de inercia no se calculan correctamente con una proyec-
cio´n despue´s de la variacio´n axial como la que se hace aqu´ı en el momento
angular [21, 22]. En el l´ımite de grandes deformaciones se puede demostrar
que el momento de inercia que aparece en la energ´ıa proyectada VAPJ es el
momento de Thouless-Valatin mientras que en el caso PAVJ es el momento
de Yoccoz. En dicho l´ımite, el modelo de cranking, que incluye mezclas de
K, es una buena aproximacio´n al VAPJ . En tales casos, cuando se compa-
ran los espectros de excitacio´n calculados con funciones de onda de cranking
con los obtenidos con la proyeccio´n axial exacta, ambos difieren en un factor
constante [2]. En cualquier caso, este hecho apenas afecta a la capacidad del
me´todo propuesto en esta tesis para describir cualitativamente la estructura
nuclear a baja energ´ıa en las regiones donde la triaxialidad no juegue un
papel muy importante.
Por u´ltimo, mostramos en la figura (fig. 6.8) el resultado obtenido con
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Figura 6.8: (a) Energ´ıa, (c) nu´mero de protones y (d) nu´mero de neutrones
GCM en funcio´n del nu´mero de autovalores de la norma que se usan en la base
natural calculados para distintos valores del momento angular (J = 0;σ = 0
azul, J = 2;σ = 0 rojo, J = 4;σ = 0 verde y J = 6;σ = 0 magenta) y con
funciones de onda intr´ınsecas HFB que se proyectan so´lo a buen momento
angular. En (b) se muestran los autovalores de la matriz de los solapes de la
norma correspondientes.
funciones de onda intr´ınsecas HFB que se proyectan a buen momento angular
pero no a buen nu´mero de part´ıculas, tal y como se realiza en la implemen-
tacio´n del me´todo con la interaccio´n de Gogny anterior a la que aqu´ı se
presenta [4]. Para ello, la ecuacio´n de Hill-Wheeler-Griffin que se resuelve
tiene en cuenta que las funciones de onda que entran en la mezcla no son
autoestados de los operadores del nu´mero de part´ıculas (ec. 6.53). En pri-
mer lugar apreciamos que el valor de las energ´ıas que se obtienen con este
me´todo es mayor que en los casos mostrados en la figura (fig. 6.5). Esto se
debe al aumento de las correlaciones de apareamiento conseguidas tanto con
la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas como con la optimizacio´n de las
funciones de onda para dicha proyeccio´n en tales casos. Por otro lado, en la
figura (fig. 6.8(a)) vemos que la convergencia del me´todo no es tan buena
como en la que se muestra en la figura (fig. 6.4(a),(b)), especialmente en el
estado fundamental (J = 0). La razo´n principal es que el nu´mero de part´ıcu-
las no es el correcto en los estados proyectados. En el panel de la derecha
(fig. 6.8(c)-(d)) se representa el valor esperado de protones y neutrones entre
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los estados del generador en funcio´n de los autovalores que se utilizan para
definir la base natural. Aqu´ı se aprecia que las desviaciones con respecto a
los valores reales de N y Z son pequen˜as. Sin embargo, para J = 0 las di-
ferencias son mayores, contribuyendo a que la convergencia de este estado
no sea tan buena. Evidentemente, en el caso proyectado a buen nu´mero de
part´ıculas estas diferencias no se presentan.
6.3. Resumen
En este cap´ıtulo se han presentado los principales aspectos del me´todo
de la coordenada generadora con funciones de onda proyectadas simulta´nea-
mente a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular con la interaccio´n de
Gogny.
En primer lugar, se ha expuesto la restauracio´n de la simetr´ıa rotacional y
se han comentado las aproximaciones que se realizan en este trabajo debidas
principalmente a limitaciones computacionales (funciones de onda axiales y
proyeccio´n despue´s de la variacio´n a buen momento angular). En este apar-
tado se ha estudiado la dependencia del me´todo con las funciones de onda
intr´ınsecas (HFB, LN, VAP) con un ejemplo nume´rico (54Cr), obtenie´ndose
las siguientes conclusiones:
1. Las energ´ıas de correlacio´n que se consiguen con la proyeccio´n a buen
momento angular en los estados fundamentales son del orden de 3 MeV.
2. Las transiciones de fase que aparecen con las soluciones de HFB en la
energ´ıa de apareamiento se mantienen cuando se proyectan dichos esta-
dos a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular. Evidentemente,
este hecho no sucede con las funciones de onda intr´ınsecas calculadas
con el me´todo de LN o VAP.
3. Si comparamos las superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen
nu´mero de part´ıculas y momento angular calculadas con las soluciones
de LN o VAP observamos que existen diferencias significativas. As´ı,
dependiendo de la aproximacio´n (LN o VAP), se tienen distintas alturas
de las barreras entre los mı´nimos oblado y prolado, diferente distancia
relativa entre las superficies de energ´ıa potencial con buen momento
angular, etc.
4. La proyeccio´n so´lo a buen momento angular con funciones de onda
HFB presenta varios problemas. Por un lado, no incluye las correla-
ciones de apareamiento de manera adecuada y, por otro, el nu´mero de
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part´ıculas en promedio no se corresponde con el del nu´cleo que se estu-
dia. Estos inconvenientes esta´n automa´ticamente resueltos incluyendo
la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas y con las funciones de onda
intr´ınsecas VAP.
En la segunda parte del cap´ıtulo se ha presentado el me´todo GCM escogien-
do como coordenada generadora la deformacio´n cuadrupolar axial. Adema´s,
se ha mostrado un ejemplo que pone de manifiesto los principales aspectos
del me´todo, como la forma de las matrices de los solapes de la norma y
hamiltoniano, la convergencia de la energ´ıa, lo espectros de excitacio´n resul-
tantes y la interpretacio´n f´ısica de los estados en te´rminos de las funciones
de onda colectivas. De este ejemplo tambie´n podemos extraer las siguientes
conclusiones:
1. La energ´ıa de correlacio´n que se obtiene por la mezcla de configuracio-
nes es del orden de 1 MeV para el estado fundamental.
2. De nuevo existen diferencias apreciables en funcio´n de las funciones de
onda intr´ınsecas que se escogen. As´ı, comparando los resultados con las
funciones de onda LN y VAP, se obtiene una mejor convergencia y un
mejor acuerdo con los datos experimentales usando las u´ltimas que las
primeras.
3. El me´todo GCM con funciones de onda HFB proyectadas so´lo a buen
momento angular converge peor que los dos casos anteriores debido
principalmente a las fluctuaciones que se tienen en el valor esperado en
el nu´mero de part´ıculas.
En los siguientes cap´ıtulos se aplicara´ el me´todo de la coordenada generadora
con funciones de onda VAP axiales proyectadas simulta´neamente a buen
nu´mero de part´ıculas y momento angular para estudiar problemas candentes
en f´ısica nuclear, como la aparicio´n o degradacio´n de los nu´meros ma´gicos en
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Estudio de los cierres de capas
en nu´cleos ricos en neutrones
La existencia de los nu´meros ma´gicos es una de las piezas fundamentales
que permite entender la estructura nuclear. Los nu´cleos que tienen un deter-
minado nu´mero de protones y/o neutrones presentan sistema´ticamente una
serie de propiedades como mayor estabilidad, esfericidad, ausencia de exci-
taciones colectivas de baja energ´ıa, etc., Es bien conocido que en los nu´cleos
estables o cerca del valle de la estabilidad, los nu´meros ma´gicos vienen deter-
minados por los cierres de capas de un potencial externo de oscilador ma´s un
te´rmino de esp´ın-o´rbita [1, 2]. Este potencial permite etiquetar los niveles de
part´ıcula independiente con los nu´meros cua´nticos principal, momento angu-
lar orbital y momento angular total (n, l, j = l ± s) respectivamente. As´ı, a
partir de este potencial se obtienen los nu´meros ma´gicos cla´sicos 2, 8, 20, 28,
50, 82 y 126. Los tres primeros se corresponden con el cierre de los niveles de
oscilador (Nosc = 2(n− 1) + l = 0, 1, 2) mientras que los siguientes se deben
al desplazamiento de dichos niveles en funcio´n del momento angular j provo-
cado por la interaccio´n de esp´ın-o´rbita. Sin embargo, los nuevos avances en
f´ısica nuclear experimental, con el desarrollo de l´ıneas de iso´topos radiactivas
y el aumento de la eficiencia de los detectores de rayos gamma, han permi-
tido explorar la estructura de nu´cleos ma´s alla´ del valle de la estabilidad y
cerca de las l´ıneas de goteo1. En estas regiones se ha observado experimen-
talmente que los nu´meros ma´gicos tradicionales pueden degradarse como,
por ejemplo, en los nu´cleos 32Mg (N=20) [3, 4] o 42Si (N=28) [5, 6]. Tam-
bie´n se han hallado indicios experimentales de la aparicio´n de nuevos cierres
1Las l´ıneas de goteo o drip-lines esta´n formadas por el iso´topo de un elemento con el
mayor nu´mero de neutrones posibles (l´ınea de goteo de neutrones) o con el menor nu´mero
de neutrones posibles (l´ınea de goteo de protones), siendo dichos iso´topos au´n sistemas
ligados.
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de capas como en los nu´cleos 52Ca, 54Ti y 56Cr (N=32) [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13].
Desde el punto de vista del modelo de capas, la degradacio´n y/o apa-
ricio´n de nuevos cierres de capas se ha estudiado a partir de la evolucio´n
de los niveles de energ´ıa de part´ıcula independiente efectivos (effective single
particle energies, ESPE ) en funcio´n del nu´mero de protones y neutrones del
sistema [14, 15, 16]. Estos niveles de energ´ıa se evalu´an a partir del deno-
minado hamiltoniano monopolar y su variacio´n con el nu´mero de part´ıculas
se conoce como la deriva monopolar (monopole drift) [17, 18, 20]. As´ı, la
apertura o cierre de gaps entre las distintas ESPE’s determina en gran medi-
da la aparicio´n o degradacio´n de nu´meros ma´gicos [14]. La parte de energ´ıa
potencial del hamiltoniano monopolar se extrae a partir de los elementos de
matriz que configuran la interaccio´n efectiva a dos cuerpos en el modelo de
capas 〈jj′|V |j′′j′′′〉JT , promediando su dependencia en el momento angular
J y escogiendo la parte diagonal [21]:
V Tj,j′ =
∑
J(2J + 1)〈jj′|V |jj′〉JT∑
J(2J + 1)
(7.1)
donde j, j′ son los momentos angulares totales de las o´rbitas, T es el isosp´ın
total y 〈jj′|V |jj′〉JT los elementos diagonales de la interaccio´n a dos cuerpos
acoplados a un esp´ın e isosp´ın total (J, T ).
A partir de esta interaccio´n (ec. 7.1) se define la ESPE de una o´rbita
con momento angular j e isop´ın τ como la energ´ıa de part´ıcula independiente
’desnuda’ (τ (j)) ma´s los efectos de la interaccio´n monopolar de otras o´rbitas
j′, j′′, ... ocupadas sobre el nivel (j, τ) [14]:










nτ ′ 6=τ (j′) (7.2)
donde τ (j) habitualmente se ajustan a los espectros de excitacio´n de los
nu´cleos impares ma´s cercanos a los nu´cleos doblemente ma´gicos y nτ ′(j
′) es
el valor esperado del nu´mero de part´ıculas en dicha o´rbita.
Como ejemplo de un ca´lculo realista de las energ´ıas de part´ıcula inde-
pendiente efectivas, en la figura 7.1 se muestra la evolucio´n de las ESPE’s
en funcio´n del nu´mero de neutrones para distintos elementos de la capa fp
con la interaccio´n GXPF1 (figura 1 de la referencia [24]). Aqu´ı se aprecia que
los niveles esta´n separados en funcio´n de los nu´meros cua´nticos (n, l, j). Para
los nu´cleos Ca, Ti, Cr y Fe se observa un comportamiento cualitativamente
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ergies and energy levels. We outline the fitting procedure
here, while details can be found in Ref. !10". For a set of N
experimental energy data Eexp
k (k!1, . . . ,N), we calculate




2 by varying the values of
the interaction parameters. Since this minimization is a non-
linear process with respect to the interaction parameters, we
solve it in an iterative way with successive variations of
those parameters followed by diagonalizations of the Hamil-
tonian until convergence.
Experimental energies used for the fit are limited to those
of ground and low-lying states. Therefore, certain linear
combinations &LC’s' of interaction parameters are sensitive
to those data and can be well determined, whereas the rest of
the LC’s are not. We then adopt the so-called LC method
!11", where the well-determined LC’s are separated from the
rest: starting from an initial interaction, well-determined
LC’s are varied by the fit, while the other LC’s are kept
unchanged &fixed to the values given by the initial interac-
tion'.
In order to obtain shell-model energies, both the conven-
tional and MCSM calculations are used. Since we are deal-
ing with global features of the low-lying spectra for essen-
tially all p f -shell nuclei, we use a simplified version of
MCSM: we search a few &typically three' most important
basis states &deformed Slater determinants' for each spin par-
ity, and diagonalize the Hamiltonian matrix in the few-
dimensional basis approximation &FDA'. The energy eigen-
values are improved by an empirical correction formula with
parameters fixed by cases where more accurate results are
available. This is called hereafter few-dimensional approxi-
mation with empirical corrections &FDA*', which actually
yields a reasonable estimate of the energy eigenvalues with
much shorter computer time.
In the selection of experimental data, in order to eliminate
intruder states from outside the present model space, we
consider nuclei of A(47 and Z)32. As a result 699 data of
binding and excitation energies &490 yrast, 198 yrare and
11 higher states' were taken from 87 nuclei: 47"51Ca,
47"52Sc, 47"52Ti, 47"53,55V, 48"56Cr, 50"58Mn, 52"60Fe,
54"61Co, 56"66Ni, 58"63Cu, 60"64Zn, 62,64,65Ga, and
64,65Ge. We assume an empirical mass dependence A"0.3 of
the two-body matrix elements similarly to the USD interac-
tion !2". We start from the realistic G-matrix interaction with
core-polarization corrections based on the Bonn-C potential
!6", which is simply denoted G hereafter. 70 well-determined
LC’s are varied in the fitting procedure, and a new interac-
tion GXPF1 was obtained with a rms error 168 keV within
FDA*.
The first 2# energy level of even-even nuclei is a good
systematic measure of the structure. The left panel of Fig. 1
shows them for the Ca, Ti, Cr, Fe, and Ni isotopes. The
lightest nucleus in each isotope chain corresponds to N!Z
because of the mirror symmetry. The energies are computed
by FDA* and by exact or nearly exact conventional shell-
model calculations by the code MSHELL !12". The former
gives a reasonable approximation to the latter, while the dif-
ferences are up to 0.2 MeV. The overall description of the 2#
levels is quite successful throughout these isotope chains. In
all cases, the energy jump corresponding to N!28 shell clo-
sure is nicely reproduced.
A basic aspect of the effective interaction is provided by
the effective single-particle energy &ESPE' !7,15". The ESPE
depends on the monopole part of the Hamiltonian, and re-
flects angular-momentum-averaged effects of the two-body
interaction for a given many-body system. In the right panel
of Fig. 1, ESPE’s of the neutron orbits are shown. A new
N!34 magic structure has been predicted in Ref. !16". In
fact a large energy gap &*4.1 MeV' between p1/2 and f 5/2
can be seen in the ESPE for Ca and Ti isotopes.
As predicted also in Ref. !16", due to the large attractive
proton-neutron matrix elements, the ESPE of the + f 5/2 orbit
comes down as , f 7/2 orbit is occupied, reducing this sub-
shell gap. One can indeed see this change in Fig. 1: the N
!34 subshell becomes weaker in Cr, and disappears in Fe
and Ni. This means that the N!34 magic number arises only
in neutron-rich Ca and Ti isotopes, and is gone in stable
nuclei. On the other hand, the ESPE’s of Ni isotopes in Fig.
1 indicate that the f 5/2 , p3/2,1/2 orbits are degenerate to a
good extent, forming a subshell that resembles a degenerate
pseudo-sd shell. This fact may be relevant in constructing
FIG. 1. &Left' First 2# levels as a function of the neutron num-
ber N. Experimental data are shown by filled circles !13" and open
triangles !14". Solid lines show results of conventional calculations:
the maximum number of nucleons excited from f 7/2 to p3/2 , p1/2 or
f 5/2 is five for
56Fe and 58,60,62Ni, six for 52,54Fe and 56Ni, and
seven for 58,60Fe, whereas the others are exact. Dashed lines imply
FDA* results. &Right' Effective single-particle energies for neutron
orbits. Symbols indicate that the corresponding orbit is occupied by
at least one nucleon in the lowest filling configuration.
RAPID COMMUNICATIONS







Figura 7.1: Energ´ıas de part´ıcula independiente efectivas de neutrones (ES-
PE’s) en funcio´n del nu´mero de neutrones para los iso´topos del (a) calcio,
(b) titanio, (c) cromo, (d) hierro y (e) n´ıquel, calculadas con la interaccio´n
GXPF1. Los s´ımbolos indican que la o´rbita esta´ ocupada por al menos una
part´ıcula en la configuracio´n normal de llenado. La figura esta´ extra´ıda de la
referenc a [24]
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similar de las o´rbitas νf7/2, νp3/2, νp1/2 y νf5/2 en funcio´n del nu´mero de
neutrones. Adema´s, vemos que la o´rbita νf7/2 esta´ separada de la siguiente
ma´s cercana νp3/2 por un gap de energ´ıa significativo en todos los nu´cleos
considerados demostrando que N = 28 es un buen nu´mero ma´gico. Tambie´n
se observa la existencia de un gap entre los niveles νp3/2 y νp1/2 en los iso´to-
pos del Ca, Ti, Cr y Fe, que, como se vera´ ma´s adelante, es un indicio del
cierre de capas en N = 32. Sin embargo, la diferencia ma´s notable se ve en la
diferencia energe´tica entre las o´rbitas νp1/2 y νf5/2, que decrece gradualmen-
te a medida que se aumenta el nu´mero de protones. As´ı, en los iso´topos del
calcio se aprecia una diferencia considerable entre dichos niveles mientras que
para los iso´topos del n´ıquel la capa νf5/2 esta´ incluso por debajo de la o´rbita
νp1/2. Por tanto, este comportamiento se podra´ interpretar como un indicio
de un cierre de capas para N = 34 en el nu´cleo 54Ca que se va degradando a
medida que se aumenta el nu´mero de protones.
Se han propuesto distintos or´ıgenes de la deriva de las energ´ıas de part´ıcu-
la independiente efectivas. Por un lado, esta´ la parte monopolar de la propia
interaccio´n de esp´ın-o´rbita, que podr´ıa depender del nu´mero de protones y
neutrones. Sin embargo, la deriva monopolar se explica de manera ma´s di-
recta si se asume que, a partir de la interaccio´n nuclear, se puede extraer un
te´rmino central de la forma:
Vτσ = (τ · τ)(σ · σ)fτσ(r) (7.3)
donde (τ, σ) son el isosp´ın y el esp´ın respectivamente.
Con los signos adecuados se puede obtener una interaccio´n monopolar
proto´n-neutro´n fuertemente atractiva entre niveles con el mismo valor del
momento angular orbital (l) y distinto valor del momento angular total
(j> = l + 1/2, j< = l − 1/2) [14]. Esto es precisamente lo que ocurre en
el ejemplo anterior (fig. 7.1), donde a medida que se iba llenando de protones
la capa pif7/2 (j = 2 + 1/2), la energ´ıa de la capa νf5/2 (j = 2 − 1/2) va
decreciendo.
Adema´s de este te´rmino central, se ha demostrado que las ESPE’s son
sensibles a la parte monopolar de un te´rmino tensor que tiene en cuenta la
atraccio´n o repulsio´n entre nucleones situados en o´rbitas con distintos mo-
mentos angulares orbitales (l, l′) [16].
En este cap´ıtulo se van a estudiar los posibles cierres de capas desde
un punto de vista diferente al ana´lisis que se ha hecho anteriormente. Para
ello, se aplican los me´todos ma´s alla´ de campo medio que se han descrito en
cap´ıtulos precedentes. Las ventajas que tienen estos me´todos son, por un la-
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do, que la interaccio´n no esta´ ajustada a ninguna regio´n particular de la tabla
de nu´cleos ni el ca´lculo depende del espacio de valencia empleado. Por otro
lado, los efectos colectivos, como la deformacio´n o las fluctuaciones de forma,
esta´n incluidos en el ca´lculo de manera natural. Por contra, los principales
inconvenientes provienen de la incapacidad de obtener adecuadamente exci-
taciones no colectivas o los momentos de inercia, como se ha comentado en el
cap´ıtulo anterior. Sin embargo, como se vera´ a continuacio´n, la descripcio´n
de los nu´cleos mediante las funciones de onda dadas por el me´todo GCM con
funciones de onda intr´ınsecas VAP proyectadas a buen nu´mero de part´ıculas
y momento angular reproducen cualitativamente los datos experimentales.
7.1. Estudio de los cierres de capas N = 32,
N = 34 en nu´cleos ricos en neutrones
Como se ha adelantado en la seccio´n anterior, recientemente se han es-
tudiado tanto teo´rica como experimentalmente los posibles cierres de capas
en N = 32 y/o N = 34 en los nu´cleos ricos en neutrones. Desde el punto de
vista experimental se han medido los valores de las energ´ıas del primer esta-
do excitado 2+ en las cadenas isoto´picas del calcio [7], titanio [8, 9, 10, 11]
y cromo [12, 13]. Asimismo, se han medido las probabilidades de transicio´n
cuadrupolar reducidas (B(E2, 0+1 → 2+1 )) en los iso´topos del titanio [22] y
del cromo [23] obtenie´ndose unos resultados que corroboran la presencia de
un cierre de capas en N = 32.
Por el lado teo´rico existen ca´lculos del modelo de capas con dos inter-
acciones efectivas diferentes que han demostrado ser capaces de describir
adecuadamente propiedades de los nu´cleos de la capa pf . La primera de ellas
es la GXPF1 [24], a partir de la cual se extraen las ESPE’s que analizamos
en la figura (fig. 7.1), mientras que la segunda es la interaccio´n KB3G [25].
En la figura (fig. 7.2, extra´ıda de la referencia [8]) se muestran las energ´ıas de
excitacio´n del primer estado 2+ calculadas con el modelo de capas para los
iso´topos del calcio, titanio y cromo. En ella se observan claramente los cierres
de capas en N = 28 y N = 32 en los datos experimentales ya que se aprecia
un aumento significativo de la energ´ıa de excitacio´n. Dichas energ´ıas son ma´s
pequen˜as a medida que se aumenta el nu´mero de protones debido a que, al
llenar la capa pif7/2, dichos protones contribuyen a aumentar la colectividad
del nu´cleo. Adema´s, vemos que los ca´lculos esta´n de acuerdo con la tenden-
cia de los datos experimentales hasta N = 32. Sin embargo, la interaccio´n
GXPF1 predice un cierre en N = 34 en el iso´topo 54Ca y, en menor medida,
en el 56Ti, mientras que en el resultado de la interaccio´n KB3G no se observa
115
Estudio de los cierres de capas en nu´cleos ricos en neutrones
excited level either below the 1127-keV state or, in the
case of the 1160-keV transition, only 33-keV above the
proposed 2!1 state. More likely, these unplaced ! rays
populate higher energy states in 56Ti. Log ft values were
calculated for the different " branches using Q" "
13 700# 800 keV obtained from Ref. [20] and a half-
life of 38# 5 ms extracted from the decay curve of 56Sc.
A logftvalue of 4.8 was determined for direct feeding to
the ground state and suggests an allowed transition.
Therefore, we have tentatively assigned a spin and parity
of 1! to the ground state of the 56Sc parent. Unobserved
decays with intensities below our detection threshold of
$6% or new coincidence data could change the logft
values and current results should be treated as lower
limits.
Shell model calculations [21] have been preformed
using the GXPF1 [14] and KB3G [22] interactions in an
attempt to describe the migration of the #1f5=2 single-
particle orbit, due to the monopole interaction, as protons
are removed from the $1f7=2 shell. The results of these
calculations and recent experimental data on the system-
atics of the E%2!1 & for the Cr, Ti, and Ca isotopes are
compared in Fig. 3. The GXPF1 calculations predict a
large separation between the #1f5=2 and #2p3=2 single-
particle orbits for nuclei with Z ' 24. The energy gap
between these two orbitals, combined with a low single-
particle level density in this region, gives rise to the
development of a subshell closure at N " 32. This closure
is manifested in the increased energy of the 2!1 levels for
Cr, Ti, and Ca and this rise in E%2!1 & has been verified
experimentally [9–13]. GXPF1 also predicts that a large
energy separation between the #2p1=2 and #1f5=2 orbitals
develops for nuclei with Z ' 22. In fact, the energy
separation between the two orbitals is calculated to be
large enough to give rise to a shell closure at N " 34 for
Ti and Ca. The KB3G calculations do not predict a shell
closure at N " 34. The first evidence for this shell closure
should be manifested in an increased E%2!1 &, predicted at
an energy of 1509 keV in 56Ti [11,14]. This energy is very
close to the 1495 keV energy established experimentally
for the 2!1 level in 54Ti, attributed to the N " 32 subshell
closure. However, an energy of 1127 keV is observed for
the 2!1 state in 56Ti, almost 400 keV lower than predicted
(Fig. 3) using GXPF1, but can be explained if the #1f5=2
orbital is lower by $0:8 MeV. To preserve the calculated
energies of the #1f5=2 level in higher-Z nuclei, a weaker
monopole interaction between the $1f7=2 and #1f5=2
states is also indicated. With the decrease of the #1f5=2
state by 0.8 MeV, the N " 34 shell gap at 54Ca is still a
little greater than 3 MeV. Thus, the presently observed 2!1
energy is consistent with the prediction of an N " 34
shell gap but requires small alterations in the GXPF1
iteration.
From the ground-state "-decay branching ratios and
logft values for the neighboring odd-odd nuclei, the
monopole migration of the #1f5=2 state with the removal
of $1f7=2 protons can be followed. The spin and parity of
both 56;58V were assigned as 1! [10] due to the presence of
"-decay observables consistent with allowed transitions.
In an extreme single-particle model, assuming N " 32 is
a good subshell, the spins and parities of the 56;58V ground
states result from the coupling of the odd valence proton
and neutron. The 23V isotopes contain an odd proton in
r
4
FIG. 3. E%2!1 & values versus neutron number for the even-even
24Cr, 22Ti, and 20Ca isotopes. Experimental values are denoted
by dashes. Shell model calculations using the GXPF1 [14] and
KB3G [22] interactions are shown as filled circles and crosses,
respectively.
FIG. 2. Proposed level scheme for 56Ti. The absolute inten-
sity of a ! ray is shown in brackets following the !-ray decay
energy. The Q" value was determined from mass excess data
[20]. The filled circle represents known coincidences.
P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending20 FEBRUARY 2004VOLUME 92, NUMBER 7
072502-3 072502-3
Figura 7.2: Energ´ıas de excitacio´n experimentales (l´ıneas) y calculadas con el
modelo de capas con la interaccio´n GXPF1 (puntos) y KB3G (cruces) para
los iso´topos del calcio, cromo y titanio. La figura esta´ extra´ıda de la referencia
[8]
tal pauta. Este comportamiento se debe a que en el 54Ca, la separacio´n entre
los niveles de part´ı ula independiente efectivos νp3/2 y νf5/2 es considerable
(figura (7.1)). Sin embargo, a partir de los resultados experimentales del 56Ti
y 58Cr no se observa ningu´n indicio de dicho cierre, aunque del nu´cleo 54Ca
todav´ıa no se ti nen datos de las energ´ıas de excitacio´n.
En la figura (fig. 7.3, extra´ıda de la referencia [26]) se muestran las pro-
babilidades e transicio´n para los iso´topos del titanio. Aqu´ı se observa que
los datos experimentales tienen un comportamiento de zig-zag, siendo las
probabilidades menores en los nu´cleos con N = 28 y N = 32 y mayores en
los nu´cleos con N = 30 y N = 34 [22]. Los resultados del modelo de ca-
pas no reproducen tal comportamiento con ninguna de las dos interacciones
efectivas si se usan las cargas efectivas usuales (figura 7.3(a)), mientras que
si aumenta la carga efectiva de neutrones y se disminuye la de protones se
recupera la tendencia e los datos experimentales, excepto con la interaccio´n
GXPF1 en N = 34.
A continuacio´n vamos a estudiar el problema del cierre de capas en
N = 32 y/o 34 desde el punto de vista de las teor´ıas ma´s alla´ de campo
medio [27]. En primer lugar analizamos las superficies de energ´ıa potencial
proyectadas a buen nu´mero de part´ıculas, obtenidas a partir de un ca´lculo
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In an effort to understand the magical status of N = 32 and N = 34 at the very neutron rich edge, experiments
have been carried out in the titanium isotopes up to A = 56. The measured staggering of the B(E2)’s is not
reproduced by the shell model calculations using the best effective interactions. We argue that this may be related
to the choice of the isovector effective charge and to the value of the N = 34 neutron gap.
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The two-body nucleon-nucleon interaction is different in
the two isospin channels T = 0 and T = 1. Consequently,
the mean field that it produces varies depending on the relative
number of neutrons and protons in a nucleus. At and around the
stability line we find the conventional “magic” numbers that, in
the independent particle model of Mayer and Jensen [1], were
obtained by the addition of a strongly attractive spin-orbit
potential to the isotropic harmonic oscillator. Approaching
the proton drip line, these magic numbers seem to persist.
The neutron drip line lies farther away from the stability
valley; hence, the weight of the T = 1 channel of the nuclear
interaction relative to the T = 0 channel increases in the
mean field. One wonders what the magic numbers of the
multineutron mean field would be, provided such a mean field
made sense. One thing is clear; they will not coincide with the
standard ones.
In the shell model context, this situation can be approached
by adding only neutrons—but many—to a well-established
doubly magic nucleus. In this case, the T = 1 monopole
interaction among the valence neutrons modifies the initial
mean field felt by a single neutron on top of the doubly
magic core. The important point to notice is that the eventual
modifications of the shell structure should be due solely to
the T = 1 nucleon-nucleon interaction. One could rephrase
that by saying that the magic numbers for extremely neutron
rich nuclei are dictated by the neutron-neutron interaction. The
addition of valence protons activates the T = 0 neutron-proton
channel, leading to the recovery of the known magic numbers.
See in this respect the controversy in Refs. [2,3] on the
monopole drift of the magic closures.
A very handy study case is provided by the calcium iso-
topes, which are nowadays known up to N = 34. A strong sub-
shell closure was shown to exist at N = 32 some time ago [4].
The persistence of this subshell closure upon addition of pro-
tons has been the object of many experimental studies recently
[5]. Because there is no spectroscopic information available on
54Ca, less neutron rich, N = 34, isotones have been explored
[6] to check the magical status of N = 34. As a by-product
of these studies, Dinca et al. [7] have made a comparison of
the experimental excitation energies of the lowest 2+ states
and the 2+ → 0+ transition probabilities in the even titanium
isotopes and the predictions from the full pf shell model calcu-
lations using the newly built effective interaction GXPF1 [8].



















FIG. 1. (Color online) Theoretical B(E2)’s in the titanium iso-
topes, calculated with effective charges qpi = 1.5 e and qν = 0.5 e,
compared with the experimental results
This interaction produces a large subshell gap at N = 34,
which disagrees with the experimental results [9]. An even
newer interaction, GXPF1A [10], has been produced that
predicts a less pronounced N = 34 gap. However, none of
these studies can explain the staggering of the experimental
B(E2)’s (see Fig. 2 in Ref. [7] and Fig. 1). This comes as a sur-
prise, especially considering that the interaction KB3G [11],
which does not predict a noticeable N = 34 gap, is also unable
to reproduce the trend of the data, even if for 56Ti (precisely
N = 34) it behaves better, as can be seen in Fig. 1.
Although there is general agreement on the use of an
isoscalar effective charge of +1.0 e in this region, the situation
is less well established for the isovector effective charge. The
calculations discussed thus far take it equal to zero, whereas
Federman and Zamick [12] and Dufour and Zuker [13]
obtain values in the range (+0.2 e, +0.3 e) and a very recent
experimental and shell-model analysis of the E2 transitions in
the mirror pair 51Fe-51Mn [14], using the interaction KB3G,
concludes that the isovector effective charge is much larger
(+0.65 e). Dinca et al. [7] mention this new set of effective
charges but they argue that “although these values would
induce a small staggering in the calculated B(E2) values,
they are not sufficient to bring experiment and theory into
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FIG. 2. (Color online) Theoretical B(E2)’s in the titanium iso-
topes, calculated with effective charges qpi = 1.15 e and qν = 0.8 e,
compared with the experimental results
agreement.” However, a more detailed analysis turns out to
be worthwhile. In Fig. 2 we show the results using the new
effective charges. The comparison of Figs. 1 and 2 is very
telling. The results with KB3G and GXPF1 are identical for
48Ti, 50Ti, 52Ti, and 54Ti, irrespective of the set of effective
charges used. Moreover, using the new values of the effective
charges, the experimental trend—and even the experimental
values—are now much better reproduced. Why is this so?
Because a larger neutron effective charge tends to amplify
the contribution of the neutrons to the transition. If this
contribution is large (i.e., in absence of shell closure), it can
override the effect of the reduction of the proton effective
charge. If the neutrons are closed, the effect goes in the
opposite direction. And this is what is seen in Fig. 2: In 48Ti,
N = 26, the B(E2) goes up, in 50Ti, N = 28, down, in 50Ti,
N = 30, up, and finally, in 54Ti, N = 32, down. The staggering
is now apparent, and the N = 28 and N = 32 shell closures
are reaffirmed.
We have deliberately left 56Ti apart, because here, using
the new isovector effective charge, the results of the two
calculations diverge, reflecting their different underlying wave
functions, in turn dictated by their very different N = 34
gaps. Consistently with the prior discussion, the new effective
charges reduce the B(E2) value of GXPF1 because it closes
the neutrons at N = 34. In contrast, they enhance the KB3G
value that does not have such a closure.
In summary, the puzzling disagreement between theory and
experiment in the lowest transitions of the titanium isotopes
can shed unexpected light on two apparently disconnected
topics: the N = 34 subshell closure far from stability and the
value of the isovector effective charge for E2 transitions.
This work is partly supported by the IN2P3 (France) CICyT
(Spain) Collaboration agreements. AP’s work is supported
by a grant of the DGI-MEC (Spain), code BFM2003-
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(a) (b)
Figura 7.3: P ob bilidades de transicio´n reducidas B(E2, 0+1 → 2+1 ) expe-
rimentales (puntos) y calculadas con el modelo de capas con la interaccio´n
GXPF1 (cuadrados rojos) y KB3G (diamantes azules) para los iso´topos del
calcio, cromo y titanio, con cargas efectivas (a) qpi = 1.5e, qν = 0.5e y (b)
qpi = 1.15e, qν = 0.8e. La figura esta´ extra´ıda de la referencia [26]
VAP y definidas como funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar axial (ec. 5.37):
eNZVAP(q20) =
〈VAP(q20)|HˆPNPZ |VAP(q20)〉
〈VAP(q20)|PNPZ |VA (q20)〉 (7.4)
Como vimos en los cap´ıtulos anteriores, este es el primer paso para obte-
ner las funciones de onda colectivas que describan finalmente el nu´cleo. No
obstante, a partir del na´lisis de dichas curvas, mostradas en la figura (fig.
7.4), se pueden aspectos relevantes para entender los resultados dados por el
generador de coordenadas. En primer lugar, observamos que todos los iso´to-
pos del calcio tienen unas superficies de energ´ıa potencial ma´s estrechas y,
a medida que se aumenta el nu´mero de protones, las curvas se van hacien-
do ma´s anchas indicando un aumento de la colectividad al an˜adir part´ıculas
fuera del cierre de capas en Z = 20. Otra prueba clara de la robustez de
este cierre es que las superficies de energ´ıa potencial de los nu´cleos de calcio
tienen todos el mı´nimo con deformacio´n cuadrupolar q20 = 0 (b). Para los
iso´topos del titanio, y ma´s au´n para los del cromo, se observa el desarrollo de
mı´nimos deformados. Si ahora analizamos el comportamiento de las curvas en
funcio´n del nu´mero de neutrones encontramos que hay una semejanza entre
las curvas con N = 28, 32 (especialmente para los nu´cleos 48,52Ca, y 50,54Ti).
E´stas se comportan de manera diferente a las superficies correspondientes a
los iso´topos con N = 30 y N = 34, con lo que se podr´ıa interpretar como un
primer indicio de que N = 32 puede ser un sub-cierre de capa mientras que
N = 34 no lo ser´ıa.
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Figura 7.4: Superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen nu´mero de
part´ıculas obtenidas con funciones intr´ınsecas VAP como funcio´n del mo-
mento cuadrupolar axial para los iso´topos del calcio (parte superior), titanio
(parte central) y cromo (parte inferior). Las curvas esta´n normalizadas para
tener el mismo valor de la energ´ıa en q20 = 0 (b) y se han desplazado 1, 4
y 6 MeV las superficies del calcio, titanio y cromo respectivamente para una
mejor visualizacio´n.
A continuacio´n incluimos las correlaciones provenientes tanto de la res-
tauracio´n de la simetr´ıa rotacional como de la mezcla de funciones de onda
con distintos valores de deformacio´n cuadrupolar, siguiendo el me´todo pro-
puesto en el cap´ıtulo 3, donde las energ´ıas ENZ;J ;σ y las funciones de onda
colectivas GNZ;J ;σ(q20) se hallan resolviendo la ecuacio´n de Hill-Wheeler en
la base natural 〈|kNZ;J〉〉 (ecs. 6.49,6.51):∑
k′,nNZ;J
k′ 6=0
〈kNZ;J |Hˆ|k′NZ;J〉gNZ;J ;σk′ = ENZ;J ;σgNZ;J ;σk (7.5)
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Figura 7.5: Energ´ıas de ligadura por part´ıcula y energ´ıas de separacio´n de
dos neutrones experimentales (puntos rojos) y calculadas con el generador
de coordenadas con funciones de onda proyectadas (c´ırculos azules) para los
iso´topos del (a)-(d) calcio, (b)-(e) titanio y (c)-(f) cromo. Los datos experi-







donde las funciones uNZ;Jk (q20) son los autovalores de la matriz de solapes de
la norma (ec. 6.47).
En primer lugar analizamos las propiedades de los estados fundamentales
(J = 0, σ = 0) hallados con el generador de coordenadas. En la figura (fig.
7.5) comparamos los resultados teo´ricos y experimentales de las energ´ıas de li-
gadura por nucleo´n para los nu´cleos estudiados. Vemos que los ca´lculos repro-
ducen cualitativamente los datos experimentales, aunque se observa un exceso
de energ´ıa de ligadura de alrededor de 100 KeV/A en todos ellos. Este efecto
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se debe principalmente a que la fuerza esta´ ajustada a propiedades globales
en toda la tabla de nu´cleos y no a esta regio´n espec´ıfica. Adema´s, en el ajuste
tampoco se tienen en cuenta las correlaciones ma´s alla´ del campo medio con
lo que este exceso es predecible. Sin embargo, en las energ´ıas de separacio´n de
dos neutrones, definidas como la diferencia entre las energ´ıas de ligadura de
los iso´topos con N −2 y N neutrones (S2n(N) = BE(N)−BE(N −2)), este
efecto se cancela. En el panel derecho de la figura (fig. 7.5) se aprecia que en
este caso el acuerdo entre los ca´lculos y los datos experimentales es excelente.
Para analizar los posibles cierres de capas en N = 32, 34 calculamos
las energ´ıas de excitacio´n de los primeros estados 2+ dentro del marco del
generador de coordenadas (J = 2, σ = 0). En la figura (fig. 7.6) se represen-
tan dichas energ´ıas para los distintos iso´topos estudiados junto con los datos
experimentales. En primer lugar observamos que las energ´ıas de excitacio´n
en promedio son mayores en los nu´cleos de calcio que en los de titanio y e´stas
a su vez en los nu´cleos de cromo. Este hecho indica el aumento de la colec-
tividad a medida que se colocan protones fuera del cierre de capas Z = 20 y
que ya hab´ıamos inferido de la figura (fig. 7.4). Sin embargo, los efectos ma´s
significativos y relevantes se observan estudiando el comportamiento de las
energ´ıas de excitacio´n en funcio´n del nu´mero de neutrones. En la figura (fig.
7.6) se muestra que los resultados teo´ricos reproducen muy bien la tendencia
de los datos experimentales. El desacuerdo cuantitativo entre los ca´lculos y
los resultados medidos se debe en parte a la ausencia de efectos triaxiales en
el modelo, como vimos en el cap´ıtulo anterior. Estos efectos se estiman ma´s
importantes en nu´cleos esfe´ricos que en nu´cleos bien deformados. Aunque no
sea muy relevante para las conclusiones extra´ıdas a partir de los ca´lculos,
se puede corregir aproximadamente la ausencia del grado de libertad triaxial
multiplicando los resultados por un factor [29]. En este caso, si efectuamos tal
correccio´n, con unos factores de 0.58 (Ca), 0.69 (Ti) y 0.76 (Cr) obtenemos
tambie´n un acuerdo cuantitativo con los datos experimentales excelente. En
relacio´n con los posibles cierres de capas en N = 32, 34 vemos que los ca´lcu-
los esta´n de acuerdo con un cierre en N = 32 mientras que para N = 34 no
se halla ninguna prueba de tal cierre. Adema´s, con respecto al nu´cleo 54Ca,
los resultados de los me´todos ma´s alla´ de campo medio que se presentan
aqu´ı concuerdan con las predicciones de los ca´lculos del modelo de capas con
la interaccio´n KB3G y no con los de la interaccio´n GXPF1 (fig. 7.2) ni con
su versio´n modificada GXPF1A [30].
Por u´ltimo, estudiamos las B(E2, 0+1 → 2+1 ) obtenidas con las funcio-
nes de onda halladas a partir del me´todo del generador de coordenadas (ec.
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Figura 7.6: Energ´ıas de excitacio´n del primer estado 2+ experimental (puntos
rojos) y calculadas con el generador de coordenadas para los iso´topos del (a)
Ca, (b) Ti y (c) Cr. Los c´ırculos azules se corresponden con los resultados
obtenidos a partir de los ca´lculos mientras que los cuadrados negros se obtie-
nen multiplicando dichos resultados por un factor corrector (ve´ase el texto
para ma´s detalles).
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C.37):
B(E2, J1 = 0, σ1 = 0→ J2 = 2, σ2 = 0) = 1
5
|〈00||Mˆ ele2 ||20〉|2 (7.7)
donde 〈00||Mˆ ele2 ||20〉 es el elemento de matriz reducido entre los estados del
generador de coordenadas del operador correspondiente a la transicio´n cua-
drupolar ele´ctrica Mˆ ele2 . La expresiones para calcular dichas probabilidades
de transicio´n reducidas se detallan en el ape´ndice C.
En la figura 7.7 se representan los valores teo´ricos y experimentales de
las B(E2)’s para los nu´cleos de Ca, Ti y Cr estudiados. Aqu´ı de nuevo se
observa que la colectividad es mayor en los iso´topos del cromo que en los del
titanio y calcio ya que se obtienen valores ma´s altos para las probabilidades
de transicio´n. Con respecto a la dependencia con el nu´mero de neutrones
vemos que los resultados teo´ricos reproducen la tendencia de los resultados
experimentales, especialmente en los nu´cleos ma´s ligeros. Sin embargo, la
figura (fig. 7.7) muestra que los valores teo´ricos son mayores que las datos
emp´ıricos. Probablemente este efecto se deba tanto a la ausencia de los gra-
dos de libertad triaxiales como a la tendencia de la interaccio´n de Gogny (y
de las de Skyrme tambie´n) a favorecer la aparicio´n de deformacio´n. Adema´s,
es interesante comentar que el comportamiento zigzagueante de las B(E2)’s
en los iso´topos del titanio se reproduce cualitativamente en los ca´lculos ma´s
alla´ de campo medio sin necesidad de emplear cargas efectivas ya que se
trabaja con grandes espacios de configuracio´n. Como se menciono´ anterior-
mente (fig. 7.3), este comportamiento de las probabilidades de transicio´n en
los iso´topos del titanio so´lo se puede reproducir en los ca´lculos del modelo
de capas reajustando las cargas efectivas que se emplean habitualmente [26].
Para concluir, en esta seccio´n se ha presentado la aplicacio´n del me´todo
del generador de coordenadas con funciones de onda intr´ınsecas VAP pro-
yectadas a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular al estudio de los
posibles cierres de capas en N = 32, 34 en los nu´cleos ricos en neutrones. Del
ana´lisis de los resultados se ha podido determinar que el me´todo propues-
to en los cap´ıtulos precedentes permite explicar cualitativamente los datos
experimentales, tanto las propiedades de los estados fundamentales como
las energ´ıas de excitacio´n y probabilidades de transicio´n cuadrupolar de los
primeros estados excitados 2+. Todo ello obtenido con una fuerza (Gogny)
cuyos para´metros no fueron ajustados para esta regio´n espec´ıfica de la ta-
bla de nu´cleos. Por u´ltimo, los ca´lculos teo´ricos confirman la existencia de
un cierre en N = 32 mientras que predicen la inexistencia de tal cierre en
N = 34.
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Figura 7.7: Probabilidades de transicio´n reducidas para los iso´topos de calcio,
titanio y cromo. Los datos experimentales esta´n tomados de las referencias
[22, 23].
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7.2. Estudio del cierre de capas N = 40 en los
iso´topos del Cromo
En la seccio´n anterior hemos comprobado que los me´todos ma´s alla´ de
campo medio con interacciones fenomenolo´gicas efectivas consiguen explicar
y predecir cualitativamente los datos experimentales que confirman o niegan
la existencia de cierres de capas para determinados nu´cleos. A continuacio´n
se extendera´ el ca´lculo a iso´topos del cromo ma´s pesados para estudiar el
posible cierre en N = 40. Dicho valor corresponde al llenado completo de
las capas de oscilador hasta Nosc = 3. En el valle de la estabilidad, la in-
teraccio´n de esp´ın-o´rbita hace que la o´rbita g9/2, correspondiente a la capa
de oscilador Nosc = 4, baje en energ´ıa reducie´ndose la distancia energe´tica
entre los niveles pf y haciendo que N = 50 sea un nu´mero ma´gico en lugar
de N = 40. Sin embargo, en los nu´cleos exo´ticos ricos en neutrones podr´ıa
darse que dicha reduccio´n fuera menor debido a un debilitamiento de la in-
teraccio´n de esp´ın-o´rbita. La superficie de estos nu´cleos es ma´s difusa y, por
tanto, se espera que el te´rmino de esp´ın-o´rbita sea menor haciendo plausible
un cierre de capas en N = 40. Adema´s, el hecho de que las paridades de los
niveles de la capa pf y la o´rbita g9/2 sean distintas hace que las excitaciones
que preservan la paridad, como las cuadrupolares, este´n inhibidas. De hecho,
se ha observado experimentalmente un aumento de la energ´ıa de excitacio´n
del primer estado 2+ y una disminucio´n de la probabilidades de transicio´n
B(E2) en el nu´cleo 6828Ni40 en relacio´n con el resto de la cadena isoto´pica,
evidenciando un posible cierre en N = 40 [31].
Por otro lado, los niveles de la o´rbita g9/2 decrecen ra´pidamente en energ´ıa
en funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar, con lo que dichos estados intrusos
pueden pasar a estar ocupados y el gap en N = 40 puede desaparecer. En el
caso de los iso´topos de cromo existen indicios experimentales de la erosio´n
de este cierre de capa de oscilador aunque las propiedades espectrosco´picas
del nu´cleo 62Cr40 todav´ıa no se han medido. Por un lado, las energ´ıas de ex-
citacio´n (E(2+)) decrecen de manera continua desde el sub-cierre en N = 32
hasta N = 38 [32] a lo largo de la cadena isoto´pica. Adema´s, las energ´ıas
de excitacio´n de los estados 9/2+ de los nu´cleos impares 55−59Cr decrece a
medida que aumenta el nu´mero de neutrones indicando que el orbital νg9/2
juega un papel importante en estos iso´topos. Por u´ltimo, los ca´lculos del mo-
delo de capas con el espacio de configuracio´n pf son incapaces de reproducir
correctamente los niveles en el 59Cr [33] ni la tendencia de las energ´ıas de ex-
citacio´n (E(2+)) cerca de N = 40 [32]. La extensio´n del ca´lculo a los niveles
νg9/2, νd5/2, aunque restringida por razones computacionales, mejoran leve-
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Figura 7.8: Energ´ıas de ligadura por part´ıcula y energ´ıas de separacio´n de
dos neutrones experimentales (puntos rojos) y calculadas con el generador
de coordenadas con funciones de onda proyectadas (c´ırculos azules) para los
iso´topos del cromo. Los datos experimentales esta´n tomados de la referencia
[28]
mente la sistema´tica de las energ´ıas E(2+) y los resultados son compatibles
con la aparicio´n de deformacio´n cuadrupolar y la erosio´n definitiva del cierre
en N = 40 para los iso´topos del cromo [32].
A continuacio´n aplicamos el me´todo ma´s alla´ de campo medio propuesto
en esta tesis en el estudio de las propiedades de los nu´cleos de cromo en las
proximidades de N = 40. En la figura (fig. 7.8) se muestran las energ´ıas de
ligadura por nucleo´n y las energ´ıas de separacio´n de dos neutrones, tanto
teo´ricas como experimentales [28], que representan propiedades del estado
fundamental. En primer lugar, observamos un acuerdo muy bueno entre los
datos experimentales y los ca´lculos. Vemos de nuevo que existe un exceso de
energ´ıa de ligadura en los resultados teo´ricos que disminuye a medida que
aumenta el nu´mero de neutrones, aunque la tendencia de los datos expe-
rimentales se reproduce perfectamente. Adema´s, la energ´ıa de ligadura por
part´ıcula tiene un mı´nimo en N = 30 y crece de manera continua con el
nu´mero de neutrones ya que nos aproximamos a la l´ınea de goteo de neu-
trones. Lo mismo sucede con el descenso de la energ´ıa de separacio´n de dos
neutrones al aumentar la masa, ya que el u´ltimo iso´topo par-par ligado con
mayor nu´mero de neutrones es el 66Cr42 y ma´s alla´ la S2n se hace negativa.
Como vimos en la seccio´n anterior, los observables relevantes para de-
terminar la existencia de cierres de capas son la energ´ıa del primer estado
excitado 2+ y las probabilidades de transicio´n reducidas B(E2) entre dicho
estado y el fundamental. Estas cantidades esta´n representadas en la figura
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Figura 7.9: (a) Energ´ıas de excitacio´n de los primeros estados 2+, 4+ y
(b) Probabilidades de transicio´n reducidas experimentales (puntos rojos)
y calculadas con el generador de coordenadas (puntos azules) para los
iso´topos del Cr. Los datos experimentales esta´n tomados de las referencias
[12, 13, 32, 23, 34]
(fig. 7.9). Si analizamos la sistema´tica de las energ´ıas de excitacio´n tanto del
primer estado excitado 2+ como del 4+ vemos de nuevo los picos correspon-
dientes a los cierres en N = 28 y N = 32. A partir de este nu´cleo la energ´ıa
decrece de manera continua tanto experimentalmente como en los resultados
teo´ricos, que reproducen la tendencia de las mediciones satisfactoriamente de
los nu´cleos que hasta la fecha son accesibles experimentalmente. En la figura
(fig. 7.9)(a) vemos que los ca´lculos predicen que en N = 40 (64Cr) no se pro-
duce ningu´n cierre de capas. Con respecto a las probabilidades de transicio´n
los datos experimentales se reducen a los nu´cleos con N ≤ 34 discutidos en la
seccio´n anterior. Para los iso´topos ma´s pesados los ca´lculos predicen un creci-
miento lineal de las probabilidades de transicio´n que revelan un aumento de
la colectividad con el nu´mero de neutrones. Para el nu´cleo 64Cr40 se obtiene
un ma´ximo en las probabilidades de transicio´n, contrariamente a lo que se
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observa experimentalmente en el nu´cleo 6828Ni40 donde se ten´ıa un cierre bien
establecido en N = 40 [31].
La influencia de la deformacio´n y la influencia de las correlaciones cua-
drupolares se puede estudiar representando las funciones de onda colectivas
para cada estado con momento angular (J, σ). En la figura (fig. 7.10) se
muestran los resultados para la cadena isoto´pica del cromo. En ella se pue-
den apreciar tambie´n las superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen
nu´mero de part´ıculas y momento angular J = 0, 2, 4. Como es de esperar, a
medida que crece el nu´mero de neutrones dichas curvas de energ´ıa se ensan-
chan. Adema´s, vemos que las funciones de onda colectivas tienen su ma´ximos
situados aproximadamente en los mı´nimos de los respectivos pozos de poten-
cial. Notamos que las funciones de onda correspondientes a los estados con
J = 0 son esencialmente proladas aunque con bastante mezcla en los nu´cleos
con N = 28, 32, 34, 36 mientras que las correspondientes a J = 2, 4 son cla-
ramente proladas excepto en los iso´topos 52,56Cr que, en J = 2 tienen cierta
mezcla con la parte oblada. La posicio´n de los ma´ximos de las funciones de
onda se van desplazando hacia valores positivos ma´s altos del momento cua-
drupolar cuando aumenta el nu´mero de neutrones en el sistema. Por tanto,
los resultados teo´ricos indican que los iso´topos del cromo tienen deformacio´n
prolada que se acentu´a a medida que aumenta el esp´ın de los estados. De la
figura (fig. 7.10) adema´s podemos apreciar que el iso´topo 64Cr40 es un nu´cleo
bien deformado y no presenta indicios de cierre de capas en N = 40.
Por u´ltimo, vamos a analizar la influencia de los niveles intrusos en la
capa de oscilador Nosc = 3. En la figura (fig. 7.11) se representan las energ´ıas
de part´ıcula independiente de protones (izquierda) y neutrones (derecha) en
funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar axial (q20), calculadas en la aproxi-
macio´n de HFB para el nu´cleo 64Cr40. En el caso de los protones, vemos que
aparece un gap de energ´ıa significativo en la parte prolada (0 ≤ q20 ≤ 4 (b))
producido entre los estados de la capa pif7/2, estando el nivel de Fermi en
mitad de dicho gap. Este comportamiento es muy similar al que se vio en
la parte de protones del nu´cleo 54Cr (fig. 5.12). Sin embargo, la parte ma´s
relevante en el ana´lisis de los posibles cierres de capas esta´ en el espectro de
neutrones. Aqu´ı se aprecia que el gap en N = 40 esta´ bastante localizado
alrededor de la deformacio´n esfe´rica (q20 = 0 (b)) y desaparece a medida
que aumenta la deformacio´n, tanto oblada como prolada, debido al ra´pido
descenso de los niveles provenientes de la capa νg9/2 y el ascenso de los corres-
pondientes a las capas νp1/2 y νf5/2. El nivel de Fermi de neutrones indica
que dichas o´rbitas intrusas esta´n ya ocupadas para una deformacio´n relati-
vamente pequen˜a. Por otro lado, vemos que en el intervalo de deformaciones
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Figura 7.10: Superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen nu´mero
de part´ıculas y momento angular (l´ıneas discontinuas) y funciones de onda
colectivas (lineas continuas) de los estados (J = 0, σ = 0 (azul)), (J = 2, σ =
0 (rojo)) y (J = 4, σ = 0 (verde)) para los nu´cleos 50−66Cr. Las energ´ıas esta´n
normalizadas al valor del estado fundamental (J = 0, σ = 0) de cada nu´cleo.
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0.5 ≤ q20 ≤ 3 (b) se obtiene una alta densidad de niveles alrededor de la
energ´ıa de Fermi. Dichos niveles provienen de las o´rbitas intrusas νg9/2, que
empiezan a poblarse, as´ı como del nivel νf5/2 que empieza a despoblarse. Es
precisamente en este intervalo de deformaciones donde se obtienen los mı´ni-
mos (ma´ximos) de las superficies de energ´ıa potencial (funciones de onda
colectivas) mostradas en la figura (fig. 7.10) y, por tanto, la regio´n ma´s rele-
vante del espectro de part´ıcula independiente. Con respecto a la o´rbita νd5/2
observamos que se acerca al nivel de Fermi so´lo a una deformacio´n q20 ≥ 3
(b), con lo que su influencia es pequen˜a. Con este ana´lisis se demuestra, por
un lado, que el gap esfe´rico en N = 40 no juega un papel significativo en
este nu´cleo, corroborando la inexistencia de un cierre de capas. Por otro la-
do, confirma la importancia de los niveles intrusos que vienen de la o´rbita
νg9/2 y la necesidad de incluir dichas o´rbitas en el espacio de valencia en los
ca´lculos del modelo de capas que traten de describir esta regio´n [32].
7.3. Estudio del cierre de capas N = 28 en los
iso´topos del Silicio
El nu´mero ma´gico 28 que aparece en el valle de la estabilidad es el pri-
mero producido por el te´rmino de esp´ın-o´rbita de la interaccio´n de part´ıcula
independiente nuclear y se debe a la apertura de un gap entre el nivel f7/2 y
el resto de las o´rbitas pf correspondientes a Nosc = 3. La posible erosio´n del
cierre de capas en N = 28 en nu´cleos ricos en neutrones ha sido ampliamen-
te estudiada u´ltimamente desde el nu´cleo doblemente ma´gico 48Ca hasta el
40Mg, que esta´ en la l´ınea de goteo de neutrones. El caso del nu´cleo 4214Si28
ha sido particularmente controvertido ya que experimentalmente se infiere
un cierre de sub-capa en los protones (Z = 14) que, an˜adido a un potencial
cierre en N = 28, conferir´ıa un cara´cter de nu´cleo doblemente ma´gico a este
iso´topo [36]. Sin embargo, tanto la corta vida media de la desintegracio´n beta
del estado fundamental [37] como la recientemente medida energ´ıa del primer
estado excitado (E(2+)) [6] demuestran que el cierre en N = 28 no existe en
el nu´cleo 4214Si.
Desde el punto de vista del modelo de capas este colapso se debe a la
compresio´n de los niveles de protones en la capa sd y de los niveles de neutro-
nes en la capa pf debida a la parte monopolar de la fuerza tensor [6, 38, 16].
No obstante, en los ca´lculos realizados empleando teor´ıas de campo medio
[39, 40, 41, 42], as´ı como en los ca´lculos efectuados con un me´todo ma´s
alla´ de campo medio similar al que se presenta aqu´ı, pero sin proyeccio´n a
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Protons Neutrons64CrProtones Neutron s
Figura 7.11: Energ´ıas de part´ıcula independiente de protones (izquierda) y
neutrones (derecha) calculadas en la aproximacio´n de HFB para el nu´cleo
66Cr40 en funcio´n del momento cuadupolar axial. Las l´ıneas continuas se
corresponden con estados de paridad positiva mientras que las discontinuas
con estados de paridad negativa. La l´ınea roja de puntos es el nivel de Fermi.
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Figura 7.12: Energ´ıas de ligadura por part´ıcula y energ´ıas de separacio´n de
dos neutrones experimentales (puntos rojos) y calculadas con el generador
de coordenadas con funciones de onda proyectadas (c´ırculos azules) para los
iso´topos del silicio. Los datos experimentales esta´n tomados de la referencia
[28]
buen nu´mero de part´ıculas [43, 44], se ha demostrado que el nu´cleo 42Si tiene
deformacio´n cuadrupolar oblada. Es importante notar que en estos casos no
se introduce ningu´n te´rmino tensor en la interaccio´n.
A continuacio´n presentamos los resultados obtenidos aplicando el me´to-
do del generador de coordenadas con funciones de onda intr´ınsecas VAP
proyectadas tanto a buen momento angular como tambie´n a buen nu´mero
de part´ıculas. En la figura (Fig. 7.12) se muestran las energ´ıas de ligadu-
ra por nucleo´n y las energ´ıas de separacio´n de dos neutrones en funcio´n del
nu´mero de neutrones. Como en las secciones precedentes se observa un exceso
de energ´ıa de ligadura en la curva teo´rica con respecto a los datos experi-
mentales aunque la tendencia se reproduce adecuadamente. En relacio´n con
las energ´ıas de separacio´n de dos neutrones observamos tambie´n un buen
acuerdo entre el experimento y la teor´ıa. Aqu´ı vemos que a medida que nos
acercamos a la l´ınea de goteo de neutrones la S2n(N) se va haciendo cada vez
menor, como es de esperar. En la figura (fig. 7.13) representamos las energ´ıas
de excitacio´n y las probabilidades de transicio´n del primer estado excitado
2+ tanto teo´ricas como experimentales de los iso´topos 30−42Si. Al igual que
sucede en los iso´topos del Ca, Ti y Cr, vemos que los ca´lculos reproducen la
tendencia de los resultados experimentales. Se aprecia claramente el cierre de
capas en N = 20, con un aumento significativo de la energ´ıa de excitacio´n y
una disminucio´n de la probabilidad de transicio´n. A partir de dicho cierre se
observa que los valores de las energ´ıas (E(2+)) van disminuyendo a medida
que aumenta el nu´mero de neutrones alcanza´ndose el mı´nimo en el nu´cleo
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Figura 7.13: (a) Energ´ıas de excitacio´n de los primeros estados 2+ y (b)
Probabilidades de transicio´n reducidas experimentales (puntos rojos) y cal-
culadas con el generador de coordenadas (puntos azules) para los iso´topos
del Si. Los datos experimentales esta´n tomados de las referencias [35, 6]
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Figura 7.14: Superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen nu´mero
de part´ıculas y momento angular (l´ıneas discontinuas), funciones de onda
colectivas (lineas continuas) y energ´ıas (puntos) de los estados (J = 0, σ = 0
(azul)) y (J = 2, σ = 0 (rojo)) para los nu´cleos 32−42Cr. Las energ´ıas esta´n
normalizadas al valor del estado fundamental (J = 0, σ = 0) de cada nu´cleo
y su posicio´n indica el valor promedio de la deformacio´n en cada estado.
42Si. Con las probabilidades de transicio´n ocurre lo contrario, aprecia´ndose
un aumento casi lineal con N . Todo ello indica que los efectos colectivos se
van haciendo ma´s importantes a medida que nos acercamos a la l´ınea de go-
teo de neutrones y que no aparece ningu´n indicio de cierre de capa en N = 28
ni en la teor´ıa ni en los datos experimentales.
El efecto de la deformacio´n se aprecia en la figura (fig. 7.14), donde se
muestran las superficies de energ´ıa potencial VAP y proyectadas a J = 0, 2
as´ı como las funciones de onda colectivas resultado del ca´lculo con el gene-
rador de coordenadas. Aqu´ı vemos de nuevo que las curvas de energ´ıa se van
ensanchando cuando crece el nu´mero neutrones en el sistema. Con respecto
a las curvas VAP, so´lo se obtiene un mı´nimo esfe´rico que corresponde con
el cierre en N = 20 mientras que se tienen mı´nimos oblados en los nu´cleos
32,42Si y superficies con mı´nimos prolados y oblados en el resto de iso´topos
estudiados. La proyeccio´n a buen momento angular amplifica estos efectos y
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el resultado final del generador de coordenadas predice una mezcla significa-
tiva entre configuraciones proladas y obladas en los estados (J = 0, 2;σ = 0)
en los nu´cleos 36,38,40Si que, en promedio tienen una deformacio´n ligeramente
prolada en los dos primeros y ligeramente oblada en el u´ltimo. En el cierre de
capas N = 20 se obtiene un estado fundamental esfe´rico mientras que el pri-
mer excitado tiene deformacio´n oblada. En cuanto al iso´topo 42Si se observa
que tanto el estado fundamental como para el primer 2+ tienen una deforma-
cio´n oblada. Este resultado coincide con los ca´lculos previamente efectuados
con el me´todo del generador de coordenadas con funciones de onda intr´ınse-
cas de HFB proyectadas a buen momento angular usando la interaccio´n de
Gogny [43]. En esta referencia se muestra adema´s que las capas pid5/2 y νf7/2
completamente ocupadas en los iso´topos del silicio favorece la aparicio´n de
deformacio´n en el lado oblado, ya que la energ´ıa de dichas o´rbitas decrece
cuando aumenta dicha deformacio´n, mientras que crece en el lado prolado.
Por tanto, el aumento de las correlaciones de apareamiento que conlleva el
me´todo VAP y la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas no son capaces
de evitar la aparicio´n de deformacio´n en el iso´topo del silicio con N = 28,
confirmando la erosio´n del cierre de capas en dicho nu´cleo.
7.4. Resumen
En este cap´ıtulo se han estudiado los posibles cierres de capas en nu´cleos
ligeros ricos en neutrones usando el me´todo ma´s alla´ de campo medio descrito
en los cap´ıtulos precedentes. Estos cierres son N = 32 y/o N = 34 en los
iso´topos del calcio, titanio y cromo, N = 40 en los nu´cleos de cromo y
N = 28 en los iso´topos del silicio. Para ello se han calculado y comparado
con los datos experimentales las cantidades ma´s relevantes para determinar
la existencia o degradacio´n de los cierres de capas como son las energ´ıas
de excitacio´n (E(2+)) y las probabilidades de transicio´n (B(E2,0+ → 2+)).
Adema´s se ha determinado la calidad de los resultados teo´ricos para el estado
fundamental comparando con los datos experimentales tanto las energ´ıas de
ligadura por nucleo´n como las energ´ıas de separacio´n de dos neutrones a
lo largo de las cadenas isoto´picas calculadas. Las conclusiones generales que
podemos extraer de este estudio se pueden enumerar en los siguientes puntos:
1. Se obtiene un buen acuerdo entre los resultados teo´ricos y experimen-
tales de las energ´ıas de ligadura por part´ıcula aunque se observa sis-
tema´ticamente un exceso de energ´ıa de ligadura en los ca´lculos. Esto se
debe principalmente a que la interaccio´n esta´ ajustada globalmente a
toda la tabla de nu´cleos y a nivel de campo medio, con lo que al incluir
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ma´s correlaciones se tiene tal efecto. Por otro lado, las energ´ıas de se-
paracio´n de dos neutrones teo´ricas concuerdan con las experimentales
en las cadenas isoto´picas estudiadas en este cap´ıtulo.
2. Los resultados teo´ricos reproducen la evolucio´n de las energ´ıas de ex-
citacio´n (E(2+)) experimentales en funcio´n del nu´mero de neutrones
en los nu´cleos calculados. Tambie´n se obtiene un buen acuerdo en las
probabilidades de transicio´n. De todo ello podemos extraer, por un la-
do, que N = 32 es un buen cierre de capas mientras que N = 34 no
lo es para los iso´topos de Ca, Ti y Cr. Por otro lado, podemos afirmar
que tanto N = 40 para el nu´cleo 64Cr (con deformacio´n prolada) como
N = 28 para el iso´topo 42Si (con deformacio´n oblada) no son buenos
cierres de capas.
3. El acuerdo no so´lo cualitativo sino tambie´n cuantitativo entre los re-
sultados teo´ricos y experimentales requiere de muchos factores que van
ma´s alla´ de la teor´ıa presentada en esta tesis. Los ma´s importantes sera´n
la inclusio´n del grado de libertad triaxial y la proyeccio´n antes de la
variacio´n a buen momento angular para obtener el momento de inercia
adecuado. Adema´s, los para´metros de la interaccio´n deber´ıan ajustarse
con funciones de onda calculadas con me´todos ma´s alla´ de campo me-
dio. Por u´ltimo, la introduccio´n de un te´rmino tensor en la interaccio´n
podr´ıa tener relevancia aunque, como hemos podido comprobar en este
cap´ıtulo, los resultados experimentales se pueden reproducir cualitati-
vamente con una interaccio´n que no incluye tal te´rmino, y su efecto en
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Estudio de las transiciones de
forma en los iso´topos de
neodimio
En este cap´ıtulo se estudiara´n las transiciones de forma, de nu´cleos esfe´ri-
cos a prolados, que se producen en los iso´topos de neodimio (144−15460Nd).
En general, las transiciones de forma se han analizado ampliamente con los
modelos algebraicos de bosones interactuantes (Interacting Boson Models,
IBM ) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. En esta aproximacio´n, los nu´cleos esfe´ricos,
prolados y blandos en la direccio´n γ (γ-soft) esta´n asociados a las simetr´ıas
dina´micas del modelo, U(5), SU(3) y O(6) respectivamente. Por otro lado,
el l´ımite cla´sico del IBM se reduce al modelo colectivo de Bohr, que per-
mite la descripcio´n del sistema de muchos cuerpos cua´ntico en te´rminos de
un hamiltoniano a un cuerpo con un potencial que depende de las variables
colectivas V (β, γ) [9, 10, 11]. Dicho hamiltoniano se puede resolver anal´ıti-
camente en ciertos l´ımites y sus soluciones sirven para definir las principales
caracter´ısticas de las transiciones de forma. Recientemente, Iachello ha de-
sarrollado soluciones del modelo colectivo en los puntos cr´ıticos renovando
as´ı el intere´s por el estudio de estos sistemas [12, 13]. Asimismo, con estas
investigaciones se ha podido determinar, dentro del marco del modelo, el
cara´cter de las transiciones esfe´rico-prolado (primer orden) y esfe´rico- γ-soft
(segundo orden), adema´s de identificar las simetr´ıas correspondientes a los
puntos cr´ıticos, X(5) en el primer caso y E(5) en el segundo.
Una manera u´til de representar las transiciones de forma en el marco
de los modelos de bosones interactuantes es el denominado tria´ngulo de Cas-
ten (fig. 8.1). Aqu´ı, las simetr´ıas dina´micas U(5), SU(3) y O(6) del IBM esta´n
situadas en los ve´rtices de un tria´ngulo y las simetr´ıas cr´ıticas se correspon-
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Figura 8.1: Tria´ngulo de Casten extendido a deformaciones obladas. El
tria´ngulo original lo forman los ve´rtices U(5), SU(3), O(6). La l´ınea verde
corresponde con la trayectoria puramente axial para la transicio´n oblado-
prolado mientras que la roja es la propuesta en este trabajo.
den con puntos en los lados. Adema´s, este tria´ngulo se puede extender a las
regiones con deformacio´n oblada (SU(3)) y, en este caso, O(6) se entiende
como una simetr´ıa cr´ıtica entre las transiciones prolado-oblado mientras que
la E(5) es en realidad el denominado punto triple nuclear [14].
Como se ha comentado previamente, cada uno de los sistemas cua´nti-
cos a un cuerpo asociados a las simetr´ıas se pueden resolver anal´ıticamente.
Estas expresiones, salvo factores de escala, se pueden usar para comparar
directamente con los datos experimentales e inferir si a un nu´cleo concreto
se le puede atribuir un cara´cter vibracional (E(J) ∼ J , U(5)), rotacional
(E(J) ∼ J(J + 1), SU(3)), etc. Con este argumento tambie´n se han tratado
de identificar los nu´cleos que corresponder´ıan a los puntos cr´ıticos propues-
tos por el modelo. Para ello, se comparan los espectros experimentales con
los predichos por las soluciones del hamiltoniano colectivo construido con los
potenciales correspondientes a las simetr´ıas cr´ıticas. Con este criterio se ha
encontrado que los nu´cleos 152Sm y 150Nd se pueden asociar a la simetr´ıa
X(5) [15, 16] as´ı como que el nu´cleo 134Ba se corresponde con la simetr´ıa
E(5) [17] de los modelos colectivos.
142
8.1. Estudio de las superficies de energ´ıa potencial
No obstante, hay que mencionar que, tanto los modelos algebraicos de
bosones interactuantes, como los modelos geome´tricos colectivos simplifican
dra´sticamente el problema de muchos cuerpos nuclear subyacente. Los pri-
meros tienen una gran cantidad de para´metros libres, que se ajustan incluso
de un elemento a otro, con lo que su poder predictivo esta´ muy limitado. Con
respecto a los segundos, tampoco se tiene ninguna justificacio´n microsco´pi-
ca de los potenciales usados en el modelo colectivo basada en ca´lculos rea-
listas con interacciones nucleo´n-nucleo´n razonables. En particular, como se
vera´ ma´s adelante, e´stos ignoran gran parte de los grados de libertad nu-
cleares y se centran en el estudio de la deformacio´n cuadrupolar. Por tanto,
en este cap´ıtulo se va a estudiar desde un punto de vista microsco´pico, con
la interaccio´n de Gogny, la transicio´n esfe´rico-prolado que se produce en los
iso´topos de neodimio y se tratara´ de determinar si, desde este punto de vista,
los modelos geome´tricos que se han propuesto para describir dicha transicio´n
son va´lidos. Adema´s, se analizara´ si en los ca´lculos autoconsistentes ma´s
alla´ de campo medio se obtienen indicios de la simetr´ıa X(5) [13].
Desde el punto de vista microsco´pico, se han usado distintas aproxima-
ciones de campo medio autoconsistente con interacciones fenomenolo´gicas
efectivas, como las descritas en el cap´ıtulo 3, para describir las transiciones
de forma en la regio´n con A ∼ 150 [18, 19, 20]. No obstante, aqu´ı se usara´n
tambie´n los me´todos ma´s alla´ de campo medio, con lo que se podra´n calcular
no so´lo las superficies de energ´ıa potencial que describen cualitativamente las
transiciones de fase, sino tambie´n propiedades espectrosco´picas comparables
directamente con los resultados experimentales.
8.1. Estudio de las superficies de energ´ıa po-
tencial
En primer lugar vamos a estudiar las superficies de energ´ıa potencial en
funcio´n de la deformacio´n cuadrupolar en el modelo de Bohr. El potencial
que describe la transicio´n entre nu´cleos esfe´ricos y con deformacio´n prolada
(U(5)→SU(3)) se puede escribir en las variables colectivas (β, γ) como [13]:





















donde N es el nu´mero de pares de valencia y 0 ≤ ζ ≤ 1 es el para´metro
de control continuo, que determina en gran medida la forma final del poten-
cial. En la figura (fig. 8.2) se representa este potencial para los valores ma´s
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Figura 8.2: (a)-(f) Potencial V (β, γ) (ec. 8.1) dado por el modelo colectivo
para la transicio´n U(5)-SU(3) con distintos valores del para´metro de control
ζ. Las l´ıneas de contorno representan un salto de 0.05 unidades arbitrarias y
el cero de energ´ıa de las superficies se corresponde con el mı´nimo. Adema´s se
representan los valores del potencial correspondientes a la trayectoria axial
γ = 0◦, 60◦, e´stos sin normalizar.
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significativos de ζ tanto en todo el plano (β, γ) (fig. 8.2(a)-(f)) como en la
trayectoria axial (fig. 8.2(g)). En este ejemplo se ha escogido N = 10 como en
la referencia [13]. Aqu´ı podemos ver la evolucio´n desde un potencial esfe´rico
(ζ = 0), cuyo mı´nimo se encuentra en β = 0, hasta potenciales con mı´nimos
deformados bien definidos (ζ = 0.028, 0.030 por ejemplo). Entre ambas si-
tuaciones observamos que se obtienen superficies de energ´ıa potencial pra´cti-
camente degeneradas a lo largo de la direccio´n de deformacio´n prolada en un
intervalo de β ∈ [0, 0.4]. Estas superficies se corresponden a su vez con un
rango de valores muy reducido del para´metro de control (0.025 ≤ ζ ≤ 0.026),
donde esta´n compitiendo el mı´nimo esfe´rico y el prolado. El punto cr´ıtico de
esta transicio´n de fase se corresponde con el valor de ζ para el que ambos
mı´nimos esta´n degenerados.
Con un potencial de estas caracter´ısticas Iachello desarrollo´ las soluciones
anal´ıticas de la simetr´ıa X(5), que describe el punto cr´ıtico de la transicio´n
de forma esfe´rica-prolada puramente axial (ve´ase la l´ınea verde de la figura
8.1). Para obtener dichas soluciones, supuso que el potencial era separable
en las variables (β, γ). Adema´s, asumio´ un potencial de oscilador armo´nico
en la direccio´n γ y aproximo´ el potencial en la direccio´n β (casi plano con
los mı´nimos esfe´rico y prolado casi degenerados que se aprecia en la figura
(fig. 8.2(g) con 0.025 ≤ ζ ≤ 0.026) por un pozo de potencial infinito en un
intervalo de β ∈ [0, βM ] [13]. Con estas aproximaciones, finalmente obtuvo
el espectro de energ´ıas correspondiente y las funciones de onda del hamil-
toniano colectivo. Ma´s adelante se comparara´n los resultados predichos por
esta aproximacio´n con el espectro experimental del nu´cleo 150Nd y teo´rico
del 148Nd.
A continuacio´n comparamos las superficies de potencial del modelo colec-
tivo con las obtenidas para los iso´topos de neodimio 144−154Nd con la interac-
cio´n de Gogny. Con ello podremos dilucidar si en los ca´lculos microsco´picos
autoconsistentes con interacciones efectivas se observa el tipo de transiciones
tan suaves que se obtienen con el potencial de la ecuacio´n (ec. 8.1). En la
figura (fig. 8.3) se muestran las superficies de energ´ıa potencial en el plano
(β, γ) calculadas con funciones de onda VAP proyectadas a buen nu´mero de
part´ıculas (ec. 5.37):
eNZVAP(β, γ) =
〈VAP(β, γ)|HˆPNPZ |VAP(β, γ)〉
〈VAP(β, γ)|PNPZ |VAP(β, γ)〉 (8.2)
El ca´lculo autoconsistente se ha efectuado con la parametrizacio´n D1S de
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Figura 8.3: (a)-(f) Superficies de energ´ıa potencial en el plano (β, γ) proyec-
tadas a buen nu´mero de part´ıculas calculadas con funciones de onda VAP
con la interaccio´n de Gogny D1S para los iso´topos del neodimio 144−15460 Nd.
Las l´ıneas de contorno representan un salto de 1 MeV y el cero de energ´ıa
de las superficies se corresponde con el mı´nimo. Adema´s se representan los
valores del potencial correspondientes a la trayectoria axial γ = 0◦, 60◦ donde
se ha elegido el cero de energ´ıa en el valor correspondiente a β = 0.
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la interaccio´n de Gogny y en un espacio de configuracio´n de doce capas de
oscilador. La figura muestra la transicio´n de forma desde un nu´cleo pra´cti-
camente esfe´rico (144Nd) a nu´cleos deformados (152−154Nd). En estos l´ımites
podemos apreciar cierta similitud con las superficies de energ´ıa potencial del
modelo de Bohr (fig. 8.2(b) en el primer caso y fig. 8.2(f) en el segundo).
Sin embargo, en el ca´lculo microsco´pico observamos tambie´n bastantes
diferencias. Por un lado, debido a la estructura de capas subyacente, las su-
perficies no son tan suaves como en el modelo colectivo. Adema´s, como es
obvio, no existe un para´metro de control continuo en la cadena isoto´pica. No
obstante, la diferencia ma´s importante esta´ en el papel que juega el grado
de libertad triaxial en los ca´lculos con la interaccio´n de Gogny. En este caso
vemos que en los nu´cleos de transicio´n 146−150Nd se observa un reblandeci-
miento de las superficies en la direccio´n prolada axial, como en la figura (fig.
8.2), pero tambie´n en la direccio´n γ, algo que no existe en el potencial dado
por la ecuacio´n (ec. 8.1). As´ı, en el nu´cleo 146Nd se tiene un mı´nimo prolado
(β = 0.15) aunque entre β = 0 hasta β = 0.3 y en todo el rango de γ se
tienen estados con una diferencia de energ´ıa de alrededor de 3 MeV. Para
el nu´cleo 148Nd vemos que el mı´nimo se ha desplazado (β = 0.20) y, en este
caso, se tiene un intervalo de deformaciones entre (β = 0.1 − 0.4, γ = 0◦) y
(β = 0.2, γ = 0◦−50◦) con soluciones separadas en energ´ıa a menos de 3 MeV
con respecto de la energ´ıa del mı´nimo. La misma tendencia se observa en el
nu´cleo 150Nd (mı´nimo prolado desplazado a valores ma´s altos de β y suavi-
dad en la direccio´n γ). Finalmente, como ya se ha comentado ma´s arriba,
los nu´cleos 152−154Nd presentan mı´nimos prolados relativamente sime´tricos y
separados por barreras de potencial muy grandes del resto del plano (β, γ).
En la figura (fig. 8.3(g)) se muestran las trayectorias axiales de las su-
perficies anteriormente descritas (γ = 0◦ lado prolado, γ = 60◦ lado oblado).
Aqu´ı vemos que, en contraste con la figura (fig. 8.2(g)), en todos los casos
se obtienen mı´nimos prolados y oblados, siendo el punto β = 0 un ma´ximo.
La deformacio´n correspondiente a dichos mı´nimos se desplaza hacia valores
ma´s altos a medida que aumenta el nu´mero ma´sico. Adema´s, la diferencia
en energ´ıa entre los mı´nimos prolado y oblado, as´ı como la barrera que los
separa crece tambie´n con el nu´mero de neutrones en el sistema. As´ı, mien-
tras que en el nu´cleo 144Nd se obtienen mı´nimos pra´cticamente degenerados
y separados por una barrera de ∼1 MeV, para el resto de iso´topos se tie-
nen diferencias entre los mı´nimos de aproximadamente 1.4, 3.0, 3.8, 5.2 y 2.2
MeV, separados por barreras de 2.0, 4.7, 8.5, 12.5 y 12.5 MeV para los nu´cleos
146,148,150,152,154Nd respectivamente. No obstante, hay que notar que los mı´ni-
mos oblados, en los casos 144−150Nd, esta´n asociados a puntos de silla en el
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plano (β, γ), mientras que para los iso´topos 152−154Nd son verdaderos mı´ni-
mos, aunque e´stos apenas tienen influencia en el espectro de baja energ´ıa por
las enormes barreras que los separan del mı´nimo absoluto.
8.2. Ana´lisis espectrosco´pico con simetr´ıa axial
El estudio de las superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen
nu´mero de part´ıculas so´lo nos da una visio´n cualitativa de las transiciones de
forma. Sin embargo, a partir de dichas superficies no se puede extraer infor-
macio´n espectrosco´pica ni tampoco incluir la influencia de las fluctuaciones
en la forma. Para ello aplicamos el me´todo del generador de coordenadas a
lo largo de la deformacio´n cuadrupolar axial con proyeccio´n a buen nu´mero
de part´ıculas y momento angular. Como se ha sen˜alado en la seccio´n ante-
rior, los efectos triaxiales pueden jugar un papel importante en los nu´cleos
donde se produce la transicio´n. Sin embargo, la mezcla de configuraciones
con proyeccio´n a buen momento angular triaxial esta´ fuera del alcance de
la capacidad de ca´lculo actual. Au´n as´ı, una desviacio´n significativa en las
predicciones teo´ricas de los datos experimentales indicar´ıa precisamente que
no se han incluido en el ca´lculo todos los grados de libertad relevantes.
En primer lugar, analizamos los efectos de la proyeccio´n a buen mo-
mento angular y del generador de coordenadas en el estado fundamental y
los primeros excitados (Jpi = 0+, 2+, 4+) en la figuras (figs. 8.4-8.5). En los
iso´topos 144−146Nd la superficie de energ´ıa potencial (ec. 6.35) con J = 0
presenta dos mı´nimos casi degenerados alrededor de β = 0 y mı´nimos prola-
dos ma´s profundos para valores ma´s altos del esp´ın. Las funciones de onda
colectivas (ec. 6.51) muestran una mezcla de configuraciones obladas-proladas
bastante apreciable en los estados fundamentales, siendo el nu´cleo 146Nd ma´s
deformado que el 144Nd. Esta mezcla tiende a desaparecer a medida que
aumenta el valor del momento angular obtenie´ndose funciones de onda neta-
mente proladas. Por otro lado, para los iso´topos 148−154Nd, las funciones de
onda colectivas pican claramente en valores positivos de β tanto en el estado
fundamental como en los excitados, indicando que en estos nu´cleos existen
bandas rotacionales construidas sobre el estado fundamental. Adema´s, dichas
funciones colectivas son ma´s estrechas, y el mı´nimo se desplaza a valores ma´s
altos de la deformacio´n cuadrupolar, cuanto mayor es el nu´mero de neutro-
nes en el sistema. Estos resultados son consistentes con las superficies de
energ´ıa potencial subyacentes representadas con l´ıneas discontinuas en las
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Figura 8.4: Superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen nu´mero de
part´ıculas y momento angular (l´ıneas discontinuas) y funciones de onda colec-
tivas (lineas continuas) a lo largo de la deformacio´n cuadupolar axial (β) para
J = 0 (panel inferior), J = 2 (panel central) y J = 4 panel (superior) cal-
culadas para los iso´topos 144−148Nd. El cero de energ´ıa se corresponde con el
valor de la energ´ıa para el estado J = 0, σ = 0 de cada nu´cleo.
149





























































Figura 8.5: I´dem figura 8.4 pero para los iso´topos 150−154Nd.
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Figura 8.6: (a) Cociente entre las energ´ıas de los primeros estados 4+, 2+. (b)
Probabilidad de transicio´n cuadrupolar reducida entre el primer estado 2+ y
el fundamental para los iso´topos 144−154Nd. Los c´ırculos azules corresponden
con los valores teo´ricos mientras que los puntos rojos con los experimentales.
E´stos u´ltimos esta´n extra´ıdos de las referencias [21, 16].
figuras (fig. 8.4-8.5).
A continuacio´n presentamos los resultados para los observables calcu-
lados con las funciones de onda colectivas mostradas anteriormente. Una de
las pruebas ma´s evidentes de la existencia de una transicio´n de forma en los
nu´cleos de neodimio es el comportamiento del cociente de las energ´ıas de
los primeros estados 4+ y 2+ (R4/2 = E(4
+)/E(2+)) a lo largo de la cadena
isoto´pica. Este cociente var´ıa desde el valor correspondiente a vibraciones
alrededor de una forma esfe´rica (R4/2 = 2) hasta el valor caracter´ıstico de
las excitaciones de un rotor (R4/2 = 3.33). En la figura (fig. 8.6(a)) se mues-
tra que estos l´ımites se cumplen experimentalmente en los nu´cleos 144Nd
y 152−156Nd respectivamente, existiendo una transicio´n suave entre ambos.
Comparando estos datos con los ca´lculos vemos que existe un buen acuerdo
entre los resultados, especialmente en la descripcio´n de los l´ımites vibracional
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y rotacional. No obstante, apreciamos en la figura que la transicio´n entre los
nu´cleos esfe´ricos y bien deformados es ma´s abrupta en los ca´lculos que en los
datos experimentales, y so´lo el iso´topo 148Nd podr´ıa considerarse como un
nu´cleo transicional. Una conclusio´n parecida se puede extraer de los valores
de la B(E2, 2+ → 0+) mostradas en la figura (fig 8.6(b)). En este caso vemos
que la probabilidad de transicio´n aumenta con el nu´mero ma´sico tanto teo´rica
como experimentalmente. Este resultado es razonable ya que a medida que
crece el nu´mero de neutrones el sistema se va alejando del cierre de capas
N = 82 y los efectos colectivos sera´n ma´s importantes. Por u´ltimo, vemos
de nuevo que los ca´lculos muestran una transicio´n abrupta que no se apre-
cia en los datos experimentales, siendo el iso´topo 148Nd el nu´cleo transicional.
En la figura (fig. 8.7) comparamos los resultados teo´ricos con los experi-
mentales de las energ´ıas de los estados excitados hasta un momento angular
J = 8, normalizadas con la energ´ıa del estado 2+ [21, 16]. Aqu´ı vemos que
los espectros experimentales en los iso´topos 144Nd y 152−154Nd, correspon-
dientes a los l´ımites esfe´rico y con deformacio´n prolada respectivamente, se
reproducen muy bien con los ca´lculos del generador de coordenadas. Adema´s,
observamos que los resultados se ajustan a las predicciones anal´ıticas de los
modelos U(5) y SU(3). En estos l´ımites, la resolucio´n del hamiltoniano colec-
tivo produce un espectro de excitacio´n vibracional E(J) ∼ J y rotacional
E(J) ∼ J(J+1) respectivamente. Sin embargo, para los nu´cleos transiciona-
les 146−150Nd se aprecian ciertas desviaciones entre la teor´ıa y el experimento.
En el caso del iso´topo 146Nd las predicciones teo´ricas (espectro de tipo vibra-
cional) esta´n por debajo de los valores experimentales mientras que ocurre
lo contrario para los nu´cleos 148−150Nd (espectros rotacionales en los ca´lcu-
los), donde se encuentra el mayor desacuerdo. Precisamente en esta regio´n
de transicio´n es donde se observaba en la figura (fig. 8.3) que los efectos tria-
xiales tienen una influencia mayor.
Adema´s, se muestran en la (fig. 8.7) las predicciones del modelo X(5), don-
de se comparan con los datos experimentales para el iso´topo 150Nd. Aqu´ı ve-
mos que el acuerdo es muy bueno y por ello se ha propuesto que dicho nu´cleo
es el punto cr´ıtico experimental [16]. No obstante, en los ca´lculos microsco´pi-
cos del generador de coordenadas axial con la interaccio´n de Gogny, el nu´cleo
150Nd tiene un espectro claramente rotacional, aunque, a partir de la figura
(fig. 8.3(d)), se puede ver que el grado de libertad triaxial puede jugar un
papel importante en dichos iso´topos. Adema´s, en la parte de baja energ´ıa
de los espectros experimentales de los iso´topos 146−150Nd se observan estados
Jpi = 3− y Jpi = 1− [21] con lo que el grado de libertad octupolar, ignorado
tanto en estos ca´lculos que preservan la paridad como en el modelo colectivo,
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Figura 8.7: Energ´ıas de excitacio´n normalizadas E(J+1 )/E(2
+
1 ) para los iso´to-
pos 144−154Nd. Los datos teo´ricos y experimentales esta´n representados con
c´ırculos azules y puntos rojos respectivamente. Adema´s, para los nu´cleos
144Nd, 150Nd y 154Nd se muestran las predicciones de los modelos U(5), X(5),
SU(3) respectivamente (cuadrados negros). No´tese el cambio de escala entre
el panel superior e inferior.
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puede ser tambie´n relevante en esta regio´n [22]. Es importante destacar que
la interaccio´n de Gogny usada en nuestros ca´lculos es capaz de reproducir
razonablemente bien estos estados octupolares [22] De todo ello se concluye
que la transicio´n de fase en el modelo microsco´pico no es puramente cuadru-
polar axial sino que ma´s bien sigue una trayectoria en el tria´ngulo de Casten
como la marcada por la l´ınea roja en la figura (fig. 8.1). Este hecho ya se
pod´ıa inferir del ana´lisis de las superficies de energ´ıa potencial (sec. 8.1). Por
tanto, so´lo cuando se incluyan los grados de libertad relevantes que faltan en
el sistema se podra´n analizar de manera adecuada la simetr´ıa X(5) desde un
punto de vista microsco´pico.
Recientemente, Niks˘ic´ y colaboradores han calculado las propiedades es-
pectrosco´picas del nu´cleo 150Nd con un me´todo ma´s alla´ de campo medio
axial muy parecido al que se presenta en este trabajo [23]. Estos ca´lculos se
efectu´an con un lagrangiano relativista (interaccio´n PC-F1) y las funciones
de onda intr´ınsecas se obtienen en la aproximacio´n de Lipkin-Nogami+BCS.
Adema´s, en el me´todo del generador de coordenadas so´lo se consideran con-
figuraciones con deformacio´n prolada axial. A pesar de las restricciones que
imponen las simetr´ıas, el me´todo empleado (LN+BCS) y de las propias li-
mitaciones que tiene la interaccio´n (la prediccio´n de un estado fundamental
esfe´rico en lugar de deformado para el nu´cleo 32Mg es un ejemplo [24]), estos
autores obtienen un acuerdo excelente con los datos experimentales para el
nu´cleo 150Nd y con las predicciones de la simetr´ıa X(5), no so´lo en las energ´ıas
de excitacio´n de las bandas yrast e yrare sino tambie´n con las probabilidades
de transicio´n. De esta comparacio´n favorable, en la referencia [23] se colige
que se ha conseguido describir microsco´picamente no so´lo los rasgos princi-
pales de la transicio´n de forma sino tambie´n las propiedades espec´ıficas en el
punto cr´ıtico. Desde nuestro punto de vista, tal afirmacio´n debe comentarse.
En primer lugar, el acuerdo con el experimento no es tan bueno en los nu´cleos
vecinos 148,152Nd y los l´ımites vibracional y rotacional no se presentan, con lo
que no se puede concluir que la transicio´n esta´ completamente descrita. Por
otro lado, no se explora el grado de libertad triaxial ni se estudia su posible
influencia, que, como hemos visto en la seccio´n (sec. 8.1) puede ser determi-
nante en la regio´n transicional. Por u´ltimo, el hecho de considerar en este
ca´lculo u´nicamente la parte prolada no esta´ en absoluto justificado y puede
alterar el resultado final de manera significativa, como vamos a analizar a
continuacio´n.
En la figura (fig. 8.8) se representan las energ´ıas de excitacio´n normali-
zadas del nu´cleo 148Nd calculadas con el generador de coordenadas usando
so´lo los estados prolados (puntos morados) y empleando todos los estados
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Figura 8.8: Energ´ıas de excitacio´n normalizadas E(J+1 )/E(2
+
1 ) para el iso´topo
148Nd calculadas con el me´todo del generador de coordenadas con la interac-
cio´n de Gogny usando so´lo la parte prolada (puntos morados) y permitiendo
la mezcla de la parte oblada y prolada como en los ca´lculos esta´ndar (pun-
tos azules). Adema´s se muestran la prediccio´n del modelo X(5) (cuadrados
negros) y los datos experimentales (c´ırculos rojos).
axiales, tanto prolados como oblados (puntos azules). Adema´s, se represen-
tan los valores de la simetr´ıa X(5) y los datos experimentales. De esta figura
se pueden observar varios aspectos importantes. En primer lugar, notamos la
coincidencia entre los ca´lculos axiales que incluyen todo el rango de β con la
prediccio´n del modelo X(5). Este hecho prueba que el espectro que predice
dicha simetr´ıa puede reproducirse con un ca´lculo completamente axial, aun-
que la superficie de energ´ıa de potencial correspondiente no tenga la forma
dada para el modelo X(5) (vea´nse las figs. 8.2(c),(g) y 8.3(c),(g)). Por ello,
tambie´n se puede esperar que, si se introducen los grados de libertad rele-
vantes en el ca´lculo del espectro del nu´cleo 150Nd, se pueda obtener un buen
acuerdo con el experimento sin necesidad de pasar por la simetr´ıa cr´ıtica.
Este hecho se representa picto´ricamente por la l´ınea roja de la figura (fig.
8.1).
Por otro lado, observamos que, si obviamos la parte oblada del ca´lculo del
generador, como en la referencia [23], los resultados se ven afectados de ma-
nera significativa, obtenie´ndose, como es natural, un espectro ma´s rotacional.
Esto prueba que, al menos con la interaccio´n de Gogny, las conclusiones que
se puedan extraer de ca´lculos efectuados ignorando o no la parte oblada en
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los nu´cleos transicionales (y ma´s au´n en los nu´cleos esfe´ricos) son completa-
mente diferentes, y pone en duda el procedimiento empleado en la referencia
[23] y la confianza en tales resultados.
8.3. Resumen
En este cap´ıtulo hemos estudiado la transicio´n de forma entre nu´cleos
esfe´ricos y con deformacio´n prolada en los iso´topos de neodimio 144−154Nd
con ca´lculos ma´s alla´ de campo medio con la interaccio´n de Gogny. Para
ello se han analizado las superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen
nu´mero de part´ıculas en el plano (β, γ) y se han comparado con los poten-
ciales correspondientes a una transicio´n puramente axial esfe´rico-prolado en
el modelo colectivo. Los ca´lculos microsco´picos reproducen la transicio´n (el
nu´cleo 144Nd es pra´cticamente esfe´rico mientras que los nu´cleos 152−154Nd
esta´n bien deformados) y se observa que el grado de libertad triaxial juega
un papel relevante en la regio´n donde se produce propiamente la transicio´n
(146−150Nd), en contraste con los resultados del modelo colectivo.
Asimismo, se han determinado los espectros de excitacio´n con el me´todo
del generador de coordenadas con proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas y
momento angular de funciones de onda con simetr´ıa axial. La comparacio´n
con los datos experimentales es buena en los l´ımites vibracional y rotacional,
mientras que los ca´lculos no son capaces de reproducir cuantitativamente
la zona de transicio´n. De hecho, se observa que la transicio´n se produce de
manera ma´s abrupta en la teor´ıa que en los datos experimentales. Lamenta-
blemente, a la vista de los resultados presentados en las figuras (figs. 8.6-8.7)
se quedan sin responder algunas de las cuestiones ma´s relevantes con las que
hemos iniciado este cap´ıtulo: ¿es la transicio´n de forma que se observa en
los iso´topos de neodimio causada por el grado de libertad β y es el 150Nd la
realizacio´n experimental del punto cr´ıtico X(5)? Los modelos algebraicos y
los ca´lculos de Niks˘ic´ y colaboradores [23] predican que s´ı es posible describir
dicha transicio´n y el punto cr´ıtico. No obstante, si un nu´cleo transicional
es blando con respecto a un grado de libertad, en principio se espera que
tambie´n lo sea frente a otros. As´ı lo demuestran tanto los resultados expe-
rimentales para el grado de libertad octupolar (reproducidos teo´ricamente
con la interaccio´n de Gogny [22]), como los ca´lculos de las superficies (β, γ)
presentados en esta memoria.
La otra pregunta relevante es si las interacciones ajustadas globalmen-
te a toda la tabla de nu´cleos y a nivel de campo medio, son capaces de
reproducir feno´menos tan sensibles como la descripcio´n en detalle de una
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transicio´n de fase, con un grado de exactitud mayor que la presentada en las
figuras (figs. 8.6-8.7). De nuevo Niks˘ic´ y colaboradores responden afirmativa-
mente a esta cuestio´n [23], a pesar de que los mismos autores alertan sobre la
necesidad de un ajuste de interaccio´n usada en sus ca´lculos para ser capaces
de reproducir aspectos mucho menos espec´ıficos de estructura nuclear que
una transicio´n, como la deformacio´n del estado fundamental del 32Mg [24].
Sin embargo, nuestros resultados con la interaccio´n de Gogny muestran que
los detalles finos de las transiciones de forma en estos nu´cleos se podra´n estu-
diar con los ca´lculos ma´s alla´ de campo medio cuando se incluyan de manera
adecuada efectos triaxiales, octupolares y, probablemente, deformaciones de
orden superior. Si este ana´lisis futuro se concluye con un buen acuerdo con
los datos experimentales, se debera´n replantear las interpretaciones acerca
de la realizacio´n experimental del punto cr´ıtico X(5) en el nu´cleo 150Nd. En
el caso de que no se logre tal acuerdo, se debera´ concluir que la interaccio´n
de Gogny en su parametrizacio´n actual no tiene la resolucio´n suficiente como





[1] F. Iachello, A. Arima, The Interacting Boson Model (Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, England, 1987)
[2] O. Scholten, F. Iachello, A. Arima, Ann. Phys. (N.Y.) 115, 325 (1978)
[3] O. Castanos, A. Frank, P. Federman, Phys. Lett. B 88, 203 (1979)
[4] J. B. Gupta, J. Phys. G: Nucl. Part. Phys. 21, 565 (1995)
[5] F. Iachello, N.V. Zamfir, R.F. Casten, Phys. Rev. Lett. 81, 1191 (1998)
[6] R. Fossion, C. De Coster, J. E. Garc´ıa-Ramos, T. Werner, K. Heyde Nucl.
Phys. A 697, 703 (2002)
[7] J. E. Garc´ıa-Ramos, J. M. Arias, J. Barea, A. Frank , Phys. Rev. C 68,
024307 (2003)
[8] N. Turkan, I. Inci, Phys. Scr. 75, 515 (2007)
[9] A. Bohr, Mat. Fys. Medd. K. Dan. Vidensk Selsk. 26, 14 (1952)
[10] A. E. L. Dieperink, O. Scholten, F. Iachello, Phys. Rev. Lett. 44, 1747
(1980)
[11] P. Ring,, P. Schuck, The nuclear many body problem, Springer-Verlag,
Berlin, 1980
[12] F. Iachello, Phys. Rev. Lett. 85, 3580 (2000)
[13] F. Iachello, Phys. Rev. Lett. 87, 052502 (2001)
[14] J. Jolie, P. Cejnar, R. F. Casten, S. Heinze, A. Linnemann, V. Werner,
Phys. Rev. Lett. 89, 182502 (2002)
[15] R. F. Casten, N. V. Zamfir Phys. Rev. Lett. 87, 052503 (2001)
[16] R. Kru¨cken, B. Albanna, C. Bialik, R. F. Casten, J. R. Cooper, A.
Dewald, N. V. Zamfir, C. J. Barton, C. W. Beausang, M. A. Caprio, A.
A. Hecht, T. Klug, J. R. Novak, N. Pietralla, P. von Brentano, Phys. Rev.
Lett. 88, 232501 (2002)
[17] R. F. Casten, N. V. Zamfir Phys. Rev. Lett. 85, 3584 (2000)
[18] J. Decharge, M. Girod, D. Gogny, Phys. Lett. B 55, 361 (1975)
158
Referencias
[19] J. Meng, W. Zhang, S. G. Zhou, H. Toki, L. S. Geng, Eur. Phys. J. A
25, 23 (2005)
[20] R. Fossion, Dennis Bonatsos, G. A. Lalazissis , Phys. Rev. C 73, 044310
(2006)
[21] Evaluated Nuclear Structure Data File,
http://www.nndc.bnl.gov/ensdf/
[22] E. Garrote, J.L. Egido, L.M. Robledo, Phys. Rev. Lett. 80, 4398 (1998)
[23] T. Niks˘ic´, D. Vretenar, G. A. Lalazissis, P. Ring, Phys. Rev. Lett. 99,
092502 (2007)






El me´todo GCM con funciones de intr´ınsecas VAP proyectadas simulta´nea-
mente a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular proporciona un marco
teo´rico robusto para estudiar las propiedades de los nu´cleos ato´micos des-
de un punto de vista microsco´pico, variacional y autoconsistente. Adema´s,
no esta´ limitado a espacios de configuracio´n pequen˜os y, ya que la interac-
cio´n fenomenolo´gica efectiva que usamos es pra´cticamente universal, tampoco
esta´ limitado a ninguna regio´n concreta de la tabla de nu´cleos. En esta me-
moria se han presentado los principales aspectos del me´todo y los resultados
que se han obtenido tanto en el ana´lisis de aspectos formales como en el
estudio de sistemas f´ısicos.
En este trabajo se han comparado, en el marco de la proyeccio´n a buen
nu´mero de part´ıculas, distintos me´todo que se distinguen por el espacio va-
riacional con el que se hallan las funciones de onda intr´ınsecas de tipo pro-
ducto que se proyectan. En particular, se han estudiado las diferencias entre
los me´todos PAV (proyeccio´n despue´s de la variacio´n de funciones de onda
HFB), PLN (proyeccio´n despue´s de la variacio´n de funciones de onda Lipkin-
Nogami), RVAP (proyeccio´n despue´s de la variacio´n de funciones de funciones
de onda constren˜idas en los grados de libertad relevantes) y el me´todo VAP
(variacio´n despue´s de la proyeccio´n), extraye´ndose las siguientes conclusiones:
El me´todo VAP proporciona la mejor aproximacio´n variacional a la
energ´ıa exacta del problema.
Los me´todos RVAP se pueden aproximar a la solucio´n VAP si se explo-
ran los grados de libertad relevantes en el sistema, siendo, en el caso la
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proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas, las fluctuaciones y momentos
superiores del nu´mero de part´ıculas dichos grados de libertad .
El me´todo de Lipkin-Nogami proyectado (PLN) es una aproximacio´n a
una variacio´n despue´s de la proyeccio´n restringida (RVAP) que explora
u´nicamente las fluctuaciones en el nu´mero de part´ıculas (∆N2,∆Z2).
Los me´todos PAV y PLN no son capaces de incluir adecuadamente
correlaciones de apareamiento en las regiones donde la densidad de ni-
veles alrededor de la energ´ıa de Fermi es pequen˜a as´ı como en las zonas
donde el nivel de Fermi pase por un cruce de niveles. En particular,
el me´todo PAV incluso presenta transiciones de fase espurias (normal-
conductor a superconductor).
Posteriormente, se han mostrado los aspectos ma´s importantes tanto de la
proyeccio´n a buen momento angular como del GCM con funciones de onda
proyectadas y el momento cuadrupolar axial como la coordenada generadora.
En estos casos se hacen patentes de nuevo las diferencias que existen entre
las distintas aproximaciones que se usan para hallar las funciones de onda
intr´ınsecas de tipo producto, establecie´ndose el GCM con funciones VAP
como el que ma´s se aproxima a los resultados experimentales. Adema´s, se
ha mostrado la relevancia de la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas en
los ca´lculos del generador de coordenadas con funciones de onda proyectadas
a buen momento angular, tanto en la ganancia que se obtiene en la energ´ıa
como en la mejora de la convergencia.
A continuacio´n, el me´todo ma´s alla´ de campo medio que se ha propuesto
en este trabajo se ha utilizado para investigar los posibles cierres de capas
en N = 32 y/o N = 34 en los iso´topos de calcio, titanio y cromo, N = 40 en
los iso´topos de cromo y la degradacio´n del cierre N = 28 en los iso´topos de
silicio. En estos estudios se ha obtenido un buen acuerdo cualitativo entre los
resultados teo´ricos y los datos experimentales accesibles hasta el momento
para las energ´ıas de separacio´n de dos neutrones, las energ´ıas de excitacio´n de
los primeros estados excitados y las probabilidades de transicio´n cuadrupolar
entre el estado fundamental y el primer estado 2+. Todo ello ha permitido
inferir que N = 32 es un cierre de capas mientras que N = 34 no lo es en
los iso´topos estudiados. Asimismo, se ha determinado que los nu´cleos 66Cr40
y 42Si28 son deformados, con lo que tampoco se tienen cierres de capas en
N = 40 y N = 28 para dichos iso´topos.
Por u´ltimo, se ha analizado la transicio´n de forma esfe´rica-prolada que
aparece experimentalmente en la cadena isoto´pica 144−154Nd. Los ca´lculos de
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en el plano (β, γ) muestran cualitativamente la existencia de una transicio´n
de forma en esta zona, jugando el grado de libertad triaxial un papel relevan-
te en los nu´cleos donde se produce dicha transicio´n. Esto contrasta con los
modelos colectivos en los que la transicio´n de forma es puramente axial en la
direccio´n positiva de la deformacio´n cuadrupolar. Los ca´lculos microsco´picos
realizados con el generador de coordenadas con funciones de onda axiales
proyectadas a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular describen los
l´ımites vibracional y rotacional pero no la regio´n de transicio´n. Este de-
sacuerdo con los datos experimentales se achaca a la ausencia de los grados
de libertad relevantes en esta zona como la triaxialidad o la octupolaridad.
Como se ha podido apreciar a lo largo de esta memoria, a pesar de la
complejidad y riqueza que tiene la funcio´n de onda que se obtiene con el
me´todo implementado en este trabajo, los resultados teo´ricos reproducen
so´lo cualitativamente las tendencias de los datos emp´ıricos. Sin embargo, pa-
ra conseguir un acuerdo cuantitativo se debe ir ma´s alla´ del alcance de esta
tesis e introducir un conjunto de mejoras que marcan el camino para tra-
bajos futuros. Podemos establecer dos causas como principales fuentes del
desacuerdo con los datos experimentales que, como se trato´ en el cap´ıtulo 2,
esta´n ı´ntimamente unidas: la calidad de la funcio´n de onda que describe el
sistema y la calidad de la interaccio´n nucleo´n-nucleo´n efectiva.
Por tanto, los pasos a seguir para mejorar el me´todo expuesto en esta
memoria sera´n los siguientes:
La realizacio´n de la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas y momento
angular completamente triaxial. Con ello se podra´n describir adecuada-
mente los estados con J 6= 0 que se ven afectados en mayor medida por
las mezclas de K. En esta extensio´n estamos trabajando actualmente.
La ruptura de la simetr´ıa de paridad espacial que, con la subsiguiente
proyeccio´n simulta´nea a buen nu´mero de part´ıculas, momento angular
y paridad sea capaz de describir estados con paridad negativa y de
explorar el grado de libertad octupolar.
La inclusio´n de estados de ma´s cuasipart´ıculas, con lo que se podra´n
describir tambie´n nu´cleos impares.
Aumentar el espacio variacional de funciones de onda proyectadas. El
me´todo ideal consistir´ıa en realizar una variacio´n despue´s de la proyec-
cio´n triaxial para cada valor del momento angular para encontrar las
funciones de onda intr´ınsecas de tipo producto. Adema´s, este me´todo
163
Conclusiones generales y perspectivas
dar´ıa automa´ticamente los valores correctos para los momentos de iner-
cia. Sin embargo, este proceso es enormemente costoso desde el punto
de vista computacional y, por tanto, la solucio´n asequible pasa por rea-
lizar una variacio´n antes de la proyeccio´n restringida, explorando las
superficies de energ´ıa potencial proyectadas a buen momento angular
en los grados de libertad relevantes del sistema (deformaciones de orden
multipolar ma´s bajo). Adema´s, este procedimiento se puede optimizar,
por ejemplo, proyectando estados que sean solucio´n del hamiltoniano
de cranking. Las ventajas que tienen dichos estados intr´ınsecos es que
rompen la simetr´ıa autoconsistente de inversio´n temporal y, adema´s,
es una aproximacio´n a la funcio´n de onda VAP en el momento angu-
lar en el l´ımite de grandes deformaciones, con lo que se mejorar´ıan los
momentos de inercia.
Con respecto al aumento del espacio no-ortonormal de funciones pro-
yectadas en el que se resuelve la ecuacio´n de Hill-Wheeler-Griffin, se
pueden considerar dos mejoras. Por un lado, en los casos en los que las
superficies de energ´ıa potencial proyectadas sean planas en determina-
das direcciones, resultar´ıa conveniente realizar el ca´lculo del generador
de coordenadas en ma´s de una dimensio´n usando ma´s de una coorde-
nada generatriz. Por otro, en un futuro se podr´ıan incluir dentro del
ca´lculo GCM funciones de onda intr´ınsecas construidas a partir de es-
tados de dos o ma´s cuasipart´ıculas que permitieran describir tambie´n
excitaciones monoparticulares.
En relacio´n con la interaccio´n fenomenolo´gica efectiva que se usa, exis-
ten una serie de cambios que se podr´ıan incluir. En primer lugar, se
puede explorar la introduccio´n de nuevos te´rminos en la fuerza, como
un te´rmino tensor, as´ı como modificar otros existentes, como hacer de
rango finito los te´rminos de esp´ın-o´rbita y el te´rmino dependiente de
la densidad, en el contexto de las teor´ıas que van ma´s alla´ del campo
medio. Por otro lado, tanto la introduccio´n de nuevos te´rminos o la mo-
dificacio´n de otros, as´ı como el uso de los me´todos ma´s alla´ de campo
medio, demandan un reajuste de los para´metros de la interaccio´n, ya
que e´stos esta´n ajustados a nivel de campo medio. Por tanto, indepen-
dientemente de la realizacio´n de un cambio funcional de la fuerza, ser´ıa
conveniente tener un ajuste que tenga en cuenta efectos ma´s alla´ de
campo medio, como las correcciones rotacionales o la energ´ıa de apa-
reamiento que evite la aparicio´n de exceso de energ´ıa de ligadura en
ciertas regiones.
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Actualmente, las mejoras que se pueden introducir a corto plazo y que pro-
bablemente tengan mayor influencia en la calidad de los resultados son la
proyeccio´n a buen momento angular triaxial de funciones de onda de cran-
king y la exploracio´n de nuevos grados de libertad en el esp´ıritu de las apro-
ximaciones RVAP y del GCM multidimensional, dejando como u´ltimo paso
los cambios en la interaccio´n una vez que se haya explotado al ma´ximo el




Ca´lculo de solapes GCM
En este ape´ndice se mostrara´ el ca´lculo de los solapes que aparecen en
evaluacio´n de los elementos de matriz con funciones de onda proyectadas
y/o GCM. Para ello se hara´ uso del teorema de Wick generalizado [1, 2, 3].
Adema´s, aqu´ı se empleara´n bases completas en el sentido de que los esta-
dos transformados por una determinada simetr´ıa esta´n dentro del espacio de
Hilbert considerado en el problema. Para el ca´lculo con bases incompletas se
pueden consultar las referencias (Ref. [4, 5]).
Nuestro propo´sito consiste en calcular los siguientes elementos de matriz:
〈Φ(q)|OˆMˆ|Φ(q′)〉
〈Φ(q)|Mˆ|Φ(q′)〉 (A.1)
En primer lugar hacemos las siguientes consideraciones:
Los estados |Φ(q)〉, |Φ(q′) son funciones tipo HFB que cumplen:








U †(q) V †(q)















U †(q′) V †(q′)







Ca´lculo de solapes GCM
La transformacio´n Mˆ cumple las siguientes propiedades:
























Mij = 〈i|Mˆ|j〉 (A.5)
Mˆ†Mˆ = MˆMˆ† = 1 (A.6)
Se puede definir el estado siguiente:








U˜ †(q′) V˜ †(q′)






El operador Oˆ es un producto de operadores de creacio´n y destruccio´n
de part´ıculas y cuasipart´ıculas:
Oˆ = abc......yz... (A.8)
donde estos operadores pueden ser cualquiera de los definidos arriba










Con estas consideraciones, se puede aplicar el teorema de Wick generalizado





Este teorema permite calcular los valores esperados de un producto de ope-
radores de creacio´n y/o destruccio´n abc...xyz entre estados con el mismo o
distinto vac´ıo de cuasipart´ıculas como la suma de productos de todas las
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posibles contracciones de dos operadores de creacio´n y/o destruccio´n:
〈Φ(q)|abc...xyz|Φ˜(q′)〉
〈Φ(q)|Φ˜(q′)〉 = [ab] · ... · [yz]± ...± [ac] · ... · [yz]± ...
(A.10)





Para calcular las contracciones ma´s relevantes previamente definimos la trans-
formacio´n Tˆ que relaciona los vac´ıos de cuasipart´ıculas de la siguiente ma-
nera:
Mˆ|Φ(q′)〉 = |Φ˜(q′)〉 ≡ Tˆ |Φ(q)〉
Tˆ = MˆTˆq→q′ (A.12)






























U †(q) V †(q)










Ca´lculo de solapes GCM
Con esta matriz (ec. A.15) se pueden expresar las contracciones ba´sicas de































Usando las expresiones anteriores se pueden determinar la matriz densidad










|Φ(q′)〉 = (MV ∗(q′)T−122 UT (q))ll′ (A.22)




|Φ(q′)〉 = − (M∗U∗(q′)T−122 V T (q))ll′ (A.23)
Estas cantidades son muy importantes ya que permiten expresar los valores
esperados de cualquier operador en funcio´n de ellas. Sin embargo, todav´ıa
queda por determinar el valor de la norma. Para ello asumimos que el ope-
rador unitario Mˆ se expresa como:






donde Sˆ es un operador hermı´tico y Sij = 〈i|Sˆ|j〉. De esta manera, la norma
se calcula con la siguiente expresio´n (fo´rmula de Onishi) [6, 2, 3, 1]:
〈Φ(q)|Mˆ|Φ(q′)〉 = 〈Φ(q)|e−iSˆ |Φ(q′)〉 = ±e−i2 TrS (Det [T22])1/2 (A.25)
En la ecuacio´n anterior vemos que hay un signo indeterminado debido a
la ra´ız cuadrada. Existen distintos me´todos generales para determinar este
signo (continuacio´n anal´ıtica [7, 8], me´todo de Neergard [9]) aunque en este
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trabajo se han utilizado las simetr´ıas internas de las funciones de onda de
tipo producto para hallarlo de manera un´ıvoca.
A continuacio´n vamos a usar las expresiones anteriores para el caso par-
ticular de las contracciones que aparecen en los ca´lculos del generador de
coordenadas con funciones de onda proyectadas a buen nu´mero de part´ıculas
y momento angular con simetr´ıa axial:
〈Φ(q)|Oˆe−iβJˆxeiϕNˆ |Φ(q′)〉 =
〈Φ(q)|Oˆe−iβJˆxeiϕNˆ |Φ(q′)〉
〈Φ(q)|e−iβJˆxeiϕNˆ |Φ(q′)〉 · 〈Φ(q)|e
−iβJˆxeiϕNˆ |Φ(q′)〉 (A.26)
En primer lugar identificamos el operador:
Mˆ = e−iβJˆxeiϕNˆ ⇒ Sˆ = βJˆx − ϕNˆ (A.27)
Los elementos de matriz correspondientes sera´n:
Mij = 〈i|Mˆ|j〉 = Rij(β)eiϕ (A.28)
Sij = 〈i|Sˆ|j〉 = β (Jx)ij − ϕδij (A.29)
A continuacio´n hallamos la matriz T22 sustituyendo las expresiones anteriores
en la ecuacio´n (ec. A.15):
T22(q, q
′, β, ϕ) = eiϕV T (q)R(β)V ∗(q′) + e−iϕUT (q)R∗(β)U∗(q′)
(A.30)
A partir de las ecuaciones (ecs. A.29, A.30 y A.25) obtenemos la expresio´n
para la norma:
n(q, q′, β, ϕ) ≡ 〈Φ(q)|e−iβJˆxeiϕNˆ |Φ(q′)〉
=
(
ei[βTr(Jx)−ϕTr(1)]Det [T22(q, q′, β, ϕ)]
)1/2
(A.31)
Por u´ltimo, hallamos la matriz densidad y los tensores de apareamiento ge-
neralizados para este caso:
ρ10ll′ (q, q































= − (e−iϕR∗(β)U∗(q′)T−122 V T (q))ll′ (A.34)
Estas expresiones se simplifican en los siguientes casos:
No haya generador de coordenadas (q = q′).
No haya proyeccio´n a buen momento angular (β = 0).
No haya proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas (ϕ = 0).
El caso en el que se cumplen los tres puntos anteriores es el HFB. Aqu´ı las
expresiones se simplifican quedando:
T22 = V
TV ∗ + UTU∗ = 1 (A.35)
〈Φ|Φ〉 = 1 (A.36)















que se corresponden con las expresiones mostradas en la seccio´n 4.1 del
cap´ıtulo 1.
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Ca´lculo de valores esperados
con funciones GCM
En este ape´ndice, haciendo uso de los resultados obtenidos en el ape´ndice
A, se calculara´n los valores esperados de los operadores ma´s relevantes en el
marco del me´todo GCM con funciones de onda proyectadas simulta´neamente
al nu´mero de part´ıculas y momento angular.
B.1. Parte GCM







gNZ;J ;σk |kNZ;J〉 (B.1)
Como vimos en el cap´ıtulo 1, la base natural (ortonormal) esta´ definida por






NNZ;J(q, q′)uNZ;Jk (q′)dq′ = nNZ;Jk uNZ;Jk (q) (B.3)
NNZ;J(q, q′) = 〈ΦNZ;J(q)|ΦNZ;J(q′)〉 (B.4)
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Por otra parte, los coeficientes gNZ;J ;σ se hallan resolviendo la ecuacio´n de
Hill-Wheeler-Griffin:∑
k′











HNZ;J(q, q′) = 〈ΦNZ;J(q)|Hˆ|ΦNZ;J(q′)〉 (B.7)
Considerando todo lo anterior, el valor esperado de cualquier operador Oˆ









donde el elemento de matriz entre los estados de la base natural es:









B.2. Parte de la proyeccio´n a buen momento
angular
Por tanto, tenemos que calcular los solapes siguientes:
ONZ;J1J2(q, q′) = 〈ΦNZ;J1(q)|Oˆ|ΦNZ;J2(q′)〉 (B.10)
1Excluimos aqu´ı operadores que cambian el nu´mero de part´ıculas como los asociados a
las desintegraciones α o β.
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B.2. Parte de la proyeccio´n a buen momento angular
Vemos que los elementos de matriz definidos en (ec. B.4) y (ec. B.7) son casos
particulares de la expresio´n anterior (ec. B.10). Para evaluar estos solapes (ec.
B.10) consideramos los proyectores a buen momento angular y buen nu´mero






























Estos operadores cumplen las propiedades siguientes:(
P JMK
)†


























′)〈Φ(q)| (P J1M1K1)† OˆP J2M2K2PNPZ |Φ(q′)〉
(B.20)
En este ape´ndice vamos a calcular so´lo los elementos de matriz de operadores
Oˆ que conmutan con el operador de rotaciones Rˆ(Ω) (y con los operadores
del nu´mero de part´ıculas). En el ape´ndice C se calculara´n estos elementos en
el caso de operadores multipolares, que no conmutan con Rˆ(Ω), asociados al
ca´lculo de las probabilidades de transicio´n electromagne´ticas.












Ca´lculo de valores esperados con funciones GCM
donde hemos definido los solapes proyectados a buen nu´mero de part´ıculas:
oNZ(q, q′,Ω) ≡ 〈Φ(q)|OˆRˆ(Ω)PNPZ |Φ(q′)〉 (B.22)
Ahora consideramos las siguientes identidades:
Rˆ(Ω) = e−iαJˆze−iβJˆye−iγJˆz (B.23)


















Adema´s, imponemos simetr´ıa axial en las funciones de onda de tipo pro-
ducto |Φ〉:
Jˆz|Φ(q)〉 = 0 ⇒ eiξJˆz |Φ(q)〉 = |Φ(q)〉 (B.27)
Finalmente, la expresio´n (ec. B.21) se simplifica quedando:





NZ(q, q′, β)senβdβ (B.28)
donde el solape (ec. B.22) es:
oNZ(q, q′, β) = 〈Φ(q)|Oˆe−iβJˆxPNPZ |Φ(q′)〉 (B.29)
El intervalo de integracio´n se puede reducir a la mitad si, adema´s de la
simetr´ıa axial, se impone que las funciones de onda de tipo producto tengan
paridad y simplex positivos:
Πˆ|Φ(q)〉 = |Φ(q)〉 (B.30)
Πˆ1|Φ(q)〉 = |Φ(q)〉 (B.31)
donde Πˆ1 = Πˆe
−ipiJˆx es el operador de simplex.



















donde se ha usado que las matrices reducidas de Wigner cumplen [2]:
dJMM ′(pi − β) = (−1)J+MdJM−M ′(β) (B.33)
Adema´s, el momento angular J so´lo puede tomar valores pares.
B.3. Parte de la proyeccio´n al nu´mero de part´ıcu-
las
Por tanto, teniendo en cuenta la simetr´ıa axial tenemos que evaluar el
siguiente solape:
oNZ(q, q′, β) = 〈Φ(q)|Oˆe−iβJˆxPNPZ |Φ(q′)〉 (B.34)
Para ello usamos las expresiones (ec. B.12-B.13) de los proyectores:








−iβJˆxeiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(q′)〉
〈Φ(q)|e−iβJˆxeiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(q′)〉
·
〈Φ(q)|e−iβJˆxeiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(q′)〉 (B.35)
Ahora tenemos en cuenta que las funciones de onda del tipo HFB no mezclan
protones y neutrones:
|Φ〉 = |ΦZ〉|ΦN〉 (B.36)
Con estas consideraciones, en primer lugar calcularemos la norma (sec. B.3.1)
y posteriormente haremos uso del teorema de Wick extendido (vea´se ape´ndice
A) para calcular los elementos de matriz del operador Oˆ cuando e´ste sea un
operador a un cuerpo (sec. B.3.2) o el hamiltoniano (sec. B.3.3).
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B.3.1. Norma
Con la factorizacio´n impuesta a la funcio´n de onda de tipo producto (ec.
B.36) tenemos:






e−iϕlNNe−iϕlZZ〈Φ(q)|e−iβJˆxeiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(q′)〉
= nN(q, q′, β)nZ(q, q′, β) (B.37)
donde




e−iϕlNτ Nτ 〈ΦNτ (q)|e−iβJˆxeiϕlNτ Nˆτ |ΦNτ (q′)〉 (B.38)
Adema´s, el elemento de matriz dentro del sumatorio se calcula con la fo´rmula
de Onishi (ec. A.31 del ape´ndice A): Por tanto:
〈ΦNτ (q)|e−iβJˆxeiϕlτ |ΦNτ (q′)〉 =
(
ei[βTr(Jx)−ϕTr(1)]Det [T22(q, q′, β, ϕlτ )]
)1/2
(B.39)
B.3.2. Operador a un cuerpo






l cl′ ; Oll′ = 〈l|Oˆ|l′〉 (B.40)
donde se impone que los operadores de part´ıcula independiente no cambian
el isosp´ın (τl = τl′). Estos operadores actuara´n sobre una de las partes de
isosp´ın de la funcio´n de onda total. De esta manera tenemos:
〈Φ(q)|Oˆe−iβJˆxeiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(q′)〉





〈ΦNτ (q)|c†l cl′e−iβJˆxeiϕlNτ Nˆτ |ΦNτ (q′)〉







′, β, ϕlNτ )
(B.41)
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B.3. Parte de la proyeccio´n al nu´mero de part´ıculas
donde hemos usado el teorema de Wick generalizado y la definicio´n de la
contraccio´n correspondiente (ec. A.32). Por tanto:
〈Φ(q)|Oˆe−iβJˆxeiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(q′)〉
〈Φ(q)|e−iβJˆxeiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(q′)〉
= Tr
[
Oρ10,τ (q, q′, β, ϕlNτ )
]
(B.42)








′, β, ϕlNτ )Tr
[





′, β, ϕlNτ ) ≡
e−iϕlNτ Nτ 〈ΦNτ (q)|e−iβJˆxeiϕlNτ Nˆτ |ΦNτ (q′)〉∑
lNτ
e−iϕlNτ Nτ 〈ΦNτ (q)|e−iβJˆxeiϕlNτ Nˆτ |ΦNτ (q′)〉
(B.44)
B.3.3. Hamiltoniano






















〈Φ(q)|c†icje−iβJˆxeiϕlN NˆeiϕlZ Zˆ |Φ(q′)〉








Nρ10,N(q, q′, β, ϕlN )
]
(B.46)
Para la parte de energ´ıa potencial tenemos que indicar el isosp´ın corres-
pondiente a los ı´ndices (ijkl). Adema´s, tenemos que tener en cuenta que la
tercera componente de isosp´ın total inicial y final tienen que ser iguales y
que la factorizacio´n de la funcio´n de onda (ec. B.36) impone que los ı´ndices
de la matriz densidad y los tensores de apareamiento generalizados tengan el









































A continuacio´n hacemos uso del teorema de Wick generalizado y de las defi-






〈Φ(q)|c†ic†jclcke−iβJˆxeiϕlZ ZˆeiϕlN Nˆ |Φ(q′)〉






Γ10,ZZ(q, q′, β, ϕlZ )ρ







Γ10,NN(q, q′, β, ϕlN )ρ







Γ10,ZN(q, q′, β, ϕlN )ρ







Γ10,NZ(q, q′, β, ϕlZ )ρ






∆10,Z(q, q′, β, ϕlZ )κ






∆10,N(q, q′, β, ϕlN )κ




B.3. Parte de la proyeccio´n al nu´mero de part´ıculas
donde se han definido los campos de Hartree-Fock Γ10,ττ
′











′, β, ϕlτ ′ ) (B.49)
∆10,τnn′ (q, q






′, β, ϕlτ ) (B.50)
Por tanto, utilizando las expresiones anteriores y las ecuaciones (ecs. B.35,
B.37, B.44) obtenemos finalmente:




′, β) + eNZHF (q, q
























Γ10,ZZ(q, q′, β, ϕlZ )ρ











Γ10,NN(q, q′, β, ϕlN )ρ








































∆10,Z(q, q′, β, ϕlZ )κ










∆10,NN(q, q′, β, ϕlN )κ
01,N(q, q′, β, ϕlN )
]
(B.54)
donde se ha definido la matriz densidad proyectada:




′, β, ϕlN )ρ
10,Nτ (q, q′, β, ϕlNτ ) (B.55)
Si en las expresiones anteriores imponemos (q = q′; β = 0) no habra´ genera-
dor de coordenadas ni proyeccio´n a buen momento angular y obtenemos las
expresiones correspondientes a la proyeccio´n a buen nu´mero de part´ıculas.
En particular, la ecuacio´n B.51 sera´ la energ´ıa proyectada a buen nu´mero de
part´ıculas.
Por u´ltimo, si sustituimos las definiciones anteriores en la expresio´n (ec.
B.32) se obtiene:






NZ(q, q′, β)nNZ(q, q′, β)∫ pi/2
0
dβsenβdJ∗00 (β)nNZ(q, q′, β)
(B.56)
con la que para q = q′ se obtiene el valor de la energ´ıa proyectada simulta´nea-
mente a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular.
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En este ape´ndice se calculara´n las probabilidades de transicio´n electro-
magne´ticas en el marco del me´todo de la coordenada generadora con funcio-
nes de onda proyectadas a buen nu´mero de part´ıculas y momento angular.
La definicio´n de dichas probabilidades es [1]:
B(Eλ, J2 → J1) = 1
2J2 + 1
|〈J1||Mˆ eleλ ||J2〉|2 (C.1)
B(Mλ, J2 → J1) = 1
2J2 + 1
|〈J1||Mˆmagλ ||J2〉|2 (C.2)









〈J ||Mˆ ele2 ||J〉 (C.3)









〈J ||Mˆmag1 ||J〉 (C.4)
Los operadores asociados con tales transiciones son [1]:









~∇ (rλYλµ) magneticas (C.6)
donde Yλµ(θ, φ) son los armo´nicos esfe´ricos, µN el magneto´n nuclear y gl, gs
los factores giromagne´ticos de orbital y de esp´ın.
185
Probabilidades de transicio´n
Estos operadores cumplen las siguientes propiedades de simetr´ıa:






Se transforman bajo paridad de la siguiente manera:
ΠˆMˆλµΠˆ
† = (−1)λMˆλµ electricas (C.8)
ΠˆMˆλµΠˆ
† = (−1)λ+1Mˆλµ magneticas (C.9)
Se transforman bajo simplex (Πˆ1 = Πˆe
−ipiJˆx) de la siguiente manera:
Πˆ1MˆλµΠˆ
†
1 = Mˆλ−µ electricas (C.10)
Πˆ1MˆλµΠˆ
†
1 = −Mˆλ−µ magneticas (C.11)
Por otro lado, debido a que es habitual que las funciones de onda de tipo








; rµ = { +1 si µ ≥ 0−1 si µ < 0 (C.12)











1 = −rµ(−1)µQˆmagλµ ≡ −cµQˆmagλµ (C.14)
De las relaciones anteriores podemos reescribir Mˆλµ en funcio´n de los opera-
dores Qˆλµ:


















En primer lugar, partimos de la expresio´n del valor esperado para un









donde el elemento de matriz entre los estados de la base natural es:
〈kNZ;J1;σ11 |Mˆλµ|kNZ;J2;σ22 〉 =∫ [
uNZ;J1k1 (q)
]∗






Por otro lado, ya que los operadores son tensores bajo rotaciones, se cumple





que define el elemento de matriz reducido 〈ΨNZ;J1;σ1||Mˆλ||ΨNZ;J2;σ2〉
C.2. Parte de la proyeccio´n a buen momento
angular
A continuacio´n calculamos la parte del integrando:




























Para hallar las expresiones anteriores (ecs. C.22-C.23) hemos utilizado el
cara´cter tensorial de los operadores Mˆλµ y las propiedades de las matrices de







DJMK(Ω) = (−1)K−MDJ∗−M−K(Ω) (C.25)






A continuacio´n sustituimos la ecuacio´n (ec. C.23) en (ec. C.21) y teniendo en
cuenta la definicio´n del elemento de matriz reducido (ec. C.20) obtenemos:


































C.2. Parte de la proyeccio´n a buen momento angular
A continuacio´n imponemos que las funciones de onda de tipo producto tengan
simetr´ıa axial y paridad y simplex positivos (ecs. B.27, B.30, B.31). Con ello,
la integral en los a´ngulos de Euler de la ecuacio´n (ec. C.27) se puede expresar
como: ∫















donde, al igual que ocurr´ıa en el ape´ndice B, se puede reducir el intervalo de
integracio´n haciendo uso de las simetr´ıas mencionadas y de las propiedades
de las matrices reducidas de Wigner (ec. B.33). Adema´s, J2 tiene que ser un
nu´mero par.
A continuacio´n sustituimos la expresio´n (ec. C.29) en la ecuacio´n (ec.
C.27), donde, debido a la simetr´ıa axial, K1 = 0:












Ahora hacemos expl´ıcitamente la suma en el ı´ndice µ′ quedando como resul-
tado final:


















donde se han usado las transformaciones de los operadores bajo simplex (ecs.











dJMM ′(β) = (−1)M−M
′
dJ−M−M ′(β) (C.33)
En la expresio´n final (ec. C.31) se tiene el signo (+) para los operadores
ele´ctricos y el signo (-) para los magne´ticos.
A continuacio´n, vamos a calcular los elementos de matriz que aparecen en





(〈Φ(q)|Qˆλµ′e−iβJˆxPNPZ |Φ(q′)〉 − (−1)µ〈Φ(q)|Qˆλ−µ′e−iβJˆxPNPZ |Φ(q′)〉)
(C.34)
Cada uno de estos elementos de matriz se calculan con las expresiones halla-
das en el ape´ndice B (ecs. B.34, B.35, B.42). Adema´s, debido a su compor-
tamiento bajo la transformacio´n de simplex, estos elementos sera´n distintos
de cero cuando se cumpla:
cµ = +1⇒
{
µ ≥ 0;µ par





µ ≥ 0;µ impar
µ < 0;µ par
}
magneticas (C.36)
C.3. Transiciones cuadrupolares ele´ctricas. Mo-
mento cuadrupolar espectrosco´pico
Ahora aplicamos las expresiones anteriores para calcular la probabilidad
de transicio´n cuadrupolar ele´ctrica reducida y el momento cuadrupolar es-
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C.3. Transiciones cuadrupolares ele´ctricas. Momento cuadrupolar espectrosco´pico
pectrosco´pico. A partir de las definiciones (ecs. C.1, C.3) tenemos:
B(E2, J2σ2 → J1σ1) = 1
2J2 + 1

















〈kNZ;J11 ||Mˆ ele2 ||kNZ;J22 〉gNZ;J2;σ2k2
(C.39)
con:
〈kNZ;J1;σ11 ||Mˆ ele2 ||kNZ;J2;σ22 〉 =∫ [
uNZ;J1k1 (q)
]∗






El elemento de matriz reducido entre estados proyectados sera´ (ec C.31):




















donde J1 tiene que ser par ya que de otro modo se anula. Por u´ltimo, usando
las relaciones (ecs. C.15, C.16 y C.36) obtenemos:

























C.4. Transiciones dipolares magne´ticas. Mo-
mento dipolar magne´tico
Al igual que hicimos en la seccio´n anterior, ahora calculamos (ec. C.4):












La parte del generador de coordenadas es la misma que en el caso cuadru-
polar ele´ctrico so´lo que ahora el elemento de matriz reducido entre estados
proyectados sera´:
MNZ;J1J2;mag1 (q, q′) = −
√







donde hemos usado las propiedades de los operadores bajo simplex y adema´s
J1 tiene que ser de nuevo par.
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Como se ha visto a lo largo de esta memoria, la ruptura de las simetr´ıas
en las funciones de onda de tipo producto (y su restauracio´n) permite la
obtencio´n de soluciones aproximadas que describan adecuadamente el siste-
ma de muchos cuerpos nuclear. Sin embargo, si se permite la transformacio´n
de HFB ma´s general posible, el ca´lculo ser´ıa muy costoso desde un punto
de vista computacional. Por ello, es habitual imponer simetr´ıas autoconsis-
tentes que, como veremos a continuacio´n, permiten dividir las matrices de
la transformacio´n HFB en bloques ma´s pequen˜os haciendo el problema ma´s
asequible.
En este trabajo se han impuesto las siguientes simetr´ıas autoconsistentes
a las funciones de onda de tipo producto |Φ〉:
Tercera componente de isosp´ın |Φ〉 = |ΦZ〉|ΦN〉
Inversio´n temporal Tˆ |Φ〉 = |Φ〉
Paridad Πˆ|Φ〉 = |Φ〉
Simplex Πˆ1|Φ〉 = Πˆe−ipiJˆx|Φ〉 = |Φ〉
Axial Jˆz|Φ〉 = 0 salvo que se indique lo contrario
La introduccio´n de estas simetr´ıas suponen una limitacio´n del modelo, que
sera´ ma´s o menos importante dependiendo del sistema concreto que se estu-
die. As´ı, los sistemas donde la deformacio´n octupolar (ruptura de paridad),
la triaxialidad o el apareamiento proto´n-neutro´n (ruptura de la tercera com-
ponente de isosp´ın) sean relevantes no se podra´n estudiar adecuadamente
con este espacio de funciones.
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Simetr´ıas autoconsistentes
A continuacio´n vamos a estudiar la estructura de bloques de las matri-
ces que aparecen en los ca´lculos de campo medio y BMFA. En primer lugar
definiremos la base de part´ıcula independiente en la que se desarrollan las
cuasipart´ıculas y describiremos sus propiedades. Posteriormente impondre-
mos las simetr´ıas autoconsistentes para hallar la estructura de bloques antes
mencionada.
D.1. Base triaxial
Definimos los estados de la base triaxial como:
c†k|−〉 ≡ |k〉 → |k〉 = |nxnynz〉|Sk〉 k > 0 (D.1)
c†
k¯
|−〉 ≡ |k¯〉 → |k¯〉 = |nxnynz〉|Sk¯〉 k > 0 (D.2)









= 0; {ck, ck′} = 0 (D.3)
Adema´s, los estados |nxnynz〉 son soluciones en la base cartesiana de un
oscilador armo´nico tridimensional:



























(−1)nx+ny+1 (| ↑〉+ (−1)nx| ↓〉) (D.6)
Con estas definiciones y por sustitucio´n directa se pueden demostrar las si-
guientes propiedades:
Tercera componente de isosp´ın
e−iTˆ3c†ke
iTˆ3 = eit3,kc†k (D.7)
Inversio´n temporal Tˆ = Kˆ0eipiSˆy siendo Kˆ0 el operador de conjugacio´n
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D.2. Estructura de bloques de las matrices U , V
compleja:





































Πˆ†1 = −ic†k¯ (D.14)
D.2. Estructura de bloques de las matrices U ,
V
Ahora se imponen las simetr´ıas anteriores a los operadores de cuasi-






l + Vlkcl (D.15)
Tercera componente de isosp´ın
e−iTˆ3β†ke
iTˆ3 = eit3,kβ†k (D.16)
Haciendo uso de ecuacio´n anterior (ec. D.16) y las relaciones (ecs. D.7










































Al igual que hac´ıamos con el isosp´ın se obtiene que debido a la condicio´n
























Como el operador de inversio´n temporal es antilineal, la ecuacio´n an-
terior implica:
U∗lk = Ulk; V
∗












Πˆ†1 = −iβ†k¯ (D.25)









+ Vlkcl + Vl¯kc
†
l¯











+ Vlk¯cl + Vl¯k¯c
†
l¯
(k > 0) (D.27)
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D.3. Estructura de bloques de la matriz densidad y tensores de apareamiento
Imponiendo las ecuaciones (ecs. D.24,D.25) y las transformaciones de
simplex de los operadores de part´ıcula independiente (ecs. D.13,D.14)
obtenemos:
Ulk¯ = Ul¯k = 0; Vlk = Vl¯k¯ = 0 (D.28)
con lo que se tiene la siguiente estructura de bloques debida a la con-


















Finalmente, se pueden ordenar los estados de la base de part´ıcula indepen-




UZ,+ 0 0 0
0 UZ,− 0 0
0 0 UN,+ 0




V Z,+ 0 0 0
0 V Z,− 0 0
0 0 V N,+ 0
0 0 0 V N,−
 (D.30)












D.3. Estructura de bloques de la matriz den-
sidad y tensores de apareamiento
En esta seccio´n vamos a expresar la estructura de bloques de las matri-
ces relevantes en los ca´lculos de campo medio y BMFA que aparecen en el
ape´ndice A. En primer lugar, veremos la estructura del operador de trans-
















Este operador conmuta tanto con la tercera componente de isosp´ın como con
la paridad con lo que la matriz correspondiente Mij sera´ diagonal:
M =

MZ,+ 0 0 0
0 MZ,− 0 0
0 0 MN,+ 0
0 0 0 MN,−
 (D.33)
El operador de rotaciones general no conmuta con la operacio´n de simplex
con lo que cada uno de esos bloques de paridad e isosp´ın queda:










La expresio´n anterior corresponde a la estructura de bloques en el caso de
una proyeccio´n a buen momento angular triaxial. Si adema´s imponemos
la simetr´ıa axial en las funciones de onda de tipo producto, el operador de
rotacio´n se puede reducir a Rˆ(β) = e−iβJˆx que conmuta evidentemente con
el operador de simplex Πˆ1. Por tanto, cuando se tiene simetr´ıa axial, la
ecuacio´n (ec. D.34) se reduce a:






A continuacio´n, teniendo en cuenta la u´ltima ecuacio´n, la estructura de las
matrices U, V (ec. D.31) y las expresiones dadas en el ape´ndice A obtenemos:
Matriz T22 (ec. A.30)
T τpi22 (q, q






(T τpi22 (q, q
′, β, ϕ))1 0





(T τpi22 (q, q
′, β, ϕ))1 =
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D.3. Estructura de bloques de la matriz densidad y tensores de apareamiento









(T τpi22 (q, q
′, β, ϕ))2 =









Solape de la norma (ec. A.31)











x )1)−ϕTr(1pi)]Det [(T τpi22 )1]
)1/2 · (ei[βTr((Jpix )2)−ϕTr(1pi)]Det [(T τpi22 )2])1/2
(D.39)
Se puede demostrar que las dos ra´ıces de la ecuacio´n anterior son iguales
con lo que el signo de la ra´ız cuadrada del solape de la norma queda
determinado:
nτpi(q, q′, β, ϕ) = ei[βTr((J
pi
x )1)−ϕTr(1pi)]Det [(T τpi22 )1] (D.40)
Matriz densidad (ec. A.32)




(ρτpi,10(q, q′, β, ϕ))1 0




















Tensores de apareamiento (ecs. A.33,A.34)




0 (κτpi,10(q, q′, β, ϕ))2
















κτpi,01(q, q′, β, ϕ) = −e−iϕ(Rpi(β))∗(U τpi(q′))∗(T τpi22 )−1(V τpi(q))T =
=
(
0 (κτpi,01(q, q′, β, ϕ))2




(κτpi,01(q, q′, β, ϕ))1 = −e−iϕ(Rpi2 (β))∗(U τpi2 (q′))∗((T τpi22 )−1)2(V τpi2 (q))T
(κτpi,01(q, q′, β, ϕ))2 = −e−iϕ(Rpi1 (β))∗(U τpi1 (q′))∗((T τpi22 )−1)1(V τpi1 (q))T
(D.46)
Adema´s, por simetr´ıa de los tensores de apareamiento se debe cumplir
que:
(κτpi,10(q, q′, β, ϕ))2 = −
[
(κτpi,10(q, q′, β, ϕ))1
]T
(κτpi,01(q, q′, β, ϕ))2 = −
[
(κτpi,01(q, q′, β, ϕ))1
]T
(D.47)
Campos de Hartree-Fock (ec. B.49) y de apareamiento (ec. B.50)
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D.3. Estructura de bloques de la matriz densidad y tensores de apareamiento
Debido a la estructura de bloques de la matriz densidad y de los ten-
sores de apareamiento, a que la interaccio´n Vˆ conmuta con el operador
de simplex y a que la base de part´ıculas independientes tiene el simplex
bien definido se tiene que:
Γ10,ττ
′
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